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Vorwort. 



Der vorliegende Leitfaden folgt im allgemeinen der durch 
V. Staadt geschaffenen, durch Herrn Keye erschlossenen 
Darstellungsweise'" der Geometrie der Lage. Im einzelnen 
finden sieh mancherlei Abweichungen. Die wichtigsten unter 
diesen sind die beiden folgenden. 

In der Definition ''''J der projektiven Verwandtschaft bin 
ich nicht V. Staudt, sondern Herrn Tbomae gefolgt. Aus- 
schlaggebend war dabei für mich, dafs, von der BegrUndug 
der kollinearen und reziproken Verwandtschaft abgesehen, 
bei allen Konstruktionen und Beweisen die projektiven Ge- 
bilde aufgefafst werden als die Endglieder einer Kette von 
Perspektiven Gebilden und dafs es daher für den Lernenden 
eine Erleichterung ist, wenn ihm in der Definition gerade 
diese Eigenschaft übermittelt wird. 

Die Standtsehe Theorie der imaginären Elemente, die 
eich auf einen „ordentlichen" Wurf stützt, habe ich ersetzt 
durch eine Theorie, die von einem beliebigen Wurfe ansgeht. 
Diese Theorie macht eine Unterscheidung zwischen reellen 
und imaginären Fällen unnötig, weU sie nur Beweise kennt, 
die für alle Fälle gleichzeitig gelten. Hält man nämlich 
stets die durch einen Wurf bestimmte Involution fest und 
stützt die Beweise auf sie und niemals auf ihre etwa vor- 
handenen Ordnnngselemente oder darauf, dafs keine Ord- 
nungselemente vorhanden sind, so stellt sich nirgendwo das 
Bedürfnis ein, imaginäre Elemente einznitthren"' *■ '^^ *' i^" *■'. 
Das Wort imaginär ist aber nicht blofs unnötig, es ist ge- 
radezu schädlich; denn es kann, weil ihm keine Vorstellung 
entspricht, nur verwirrend wirken. Das Wort imaginär sollte 
daher ans der Geometrie der Lage verbannt werden''^"'. — 
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IV Vorwort, 

Dafs man durch die angegebeoe VeraJlgeraeinemng 
(die ich zuerst in einer Abhandlang Über Büschel und Netze 
von ebenen Polarsydemen zweiter Ordnung, Hamburg i8S6, ver- 
öffentlicht habe; vgl. die Arbeit des Herrn H. Wieneri^^***) 
zu aUgemein gültigen Konstruktionen und mit ihnen zu 
allgemein gültigen Beweisen gelangt, zeigt, neben den Lehr- 
sätzen von DesargnesC'*'' und Hesse'^'" in ihrer allgemeinsten 
Form, die Anfgabefä"^': Eine Kurve aus fünf (reellen oder 
imaginären) Punkten zu zeichnen. — Diese Aufgabe liefs 
sich allmählich soweit vereinfachen und elementar begrün- 
den, dafs sie gleich an die Lehre von den konjugierten In- 
volutionen angesehlossen'^'"') nnd so in den Mittelpunkt des 
Ganzen gerückt werden konnte. Im Grunde führen alle 
Konstruktionen auf sie hin oder gehen von ihr aus. 

In der Darstellung habe ich ein lückenloses Fortscbreiten 
im Beweisen erstrebt. Dnrch ein ununterbrochenes Zurück- 
verweisen auf die beim Schliefsen benutzten Lehrsätze soll 
der Lernende in den Stand gesetzt werden, mit möglichst 
geringer Mühe die Wurzeln jedes Beweises aufzudecken und 
sich über die Stellung jedes Satzes innerhalb des gesamten 
Lehrgebäudes Klarheit zu verschaffen. Überhaupt ist für 
die Form der Darstellung an jeder Stelle des Baches das 
Ziel gewesen, dem Lernenden den Zugang zur Geometrie 
der Lage zu erleichtern. 

Hamburg, im November 1899. 

Rudolf Böger. 
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Erster Teil, 
Der Kegelschnitt. 

§ 1. Perspektive Verwandtschaft. 

1. Geometrie der Lage. Die G-eometrie der Lage be- 1 
äftigt sich aussei ilicfslich mit den Lagenbeziehungen 
geometrischer Gebilde zu einander; der Begriff des Mafaes 
ist ihr fremd. Für die Zeichnung der Figuren dieses Buches 
reicht daher (von einzelnen Zusätzen abgesehen) das Lineal 
ans. Dem Lernenden wird dringend geraten, jede Figur 
nach den Angaben des Textes (wenn auch nnr aus freier 
Hand mit Bleifeder) selbständig zu zeichnen; er wird 
bald finden, dafs er durch selbständiges Zeichnen das Ver- 
stehen des Inhalts erheblieh beschleunigt. Die beigegebenen 
Figuren sollen nur zur Kontrolle und zum schnellem Ver- 
ständnis beim Nachsehlagen eines bereits durchgearbeiteten 
Lehrsataes dienen. 

Während in der Geometrie der Alten die Arithmetik in 
ausgedehntem Mafse zum Beweisen herangezogen wird, 
verzichtet die Geometrie der Lage auf jede Rechnung. 
Trotzdem werden aneh heute noch die gmndlegenden Sätze 
vielfach mit planimetrischen HUlfsmitteln bewiesen'*"; der 
vorliegende Leitfaden folgt der Darstellung des grofsen 
Geometers von Staudt, der die Geometrie der Lage zu 
einer selbständigen Wissenschaft machte, indem er ihr 
1847 in seinem Buche Geometrie der Lage, dem von 1856 
bis 1860 die Beiträge zur Geometrie der Lage folgten, eine 
Grundlage aus rein geometrischem Stoff gab. Weil aber 
durch Übung und Unterricht Gleichheit und Parallelität 
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wichtige HUlfsmittel für unser Anschaunngsvermögen ge- 
worden sind, so wird im folgenden (in durch ein Sternehea 
* kenntlich gemachten Nummern) die Vorstellung der geo- 
metrischen Figuren durch den Hinweis auf planimetriache 
Folgerungen aue den allgemeinen Lehrsätzen der G-eometrie 
der Lage erleichtert; zu einem Fortsehritt in der Beweis- 
ftthmng aber werden die Begriffe der Gleichheit und Par- 
allelität nicht benutzt. 

n 2. Dleg-epaden Grandgrebüde: Punktreihe, Strahlen- 
büsehel, Ebenenbüsehel. Der Inbegriff der Pcnkte, die in 

einer Gerade liegen, heifst (gerade) Punktrei/w; der Inbegriff 
der Geraden, die durch einen Punkt gehen, heifst (gerader) 
Straklenbüsohel ; der Inbegriff der Ebenen, die durch eine Gerade 
gehen, heifst (gerader) Ebenmhtlschel. Für Punktreihe, Ötrahlen- 
bttschel und Ebenenbüschel hat man den gemeinsamen 
Kamen dnpnnige gerade Grundgebilde oder Grundgebilde der 
ersten Stufe. Die Punkte (einer Punktreihe), die Strahlen 
(eines Strahlenbüschels), die Ebenen (eines Ebenenhüschels) 
nennt man die Elemente (des eintonnigen Grundgebildes), 
Die GeHamtheit der Punkte ABC . .., die in der Gerade 
(oder, wie man auch sagt, in dem Träger) k liegen, be- 
zeichnet man kurz als die Punktreihe «; die Gesamtheit der 
Strahlen abc . .., die durch den Punkt (oder, wie man auch 
sagt, durch den Mittelpunkt) S gehen, als den Strahlen- 
bftschel S; die Gesamtheit der Ebenen aßy..:, die durch 
die Gerade (oder, wie man auch sagt, durch die Ache) g 
gehen, als den Ebenenbüsehel g. 

3 3. Uneig-entliche Punkte und die uneigentliche 
Gerade. Eine Gerade bat mehr Punkte, als wir zählen können ; 
sie hat unzählig oder unendlich viele Punkte, Ebenso hat ein 
Strahlenbttscbel unendlich viele Strahlen (und ein Ebenen- 
büsehel unendlich viele Ebenen). Verbinden wir sämtliche 
Punkte einer Gerade s mit einem auTserhalb der Gerade 
liegenden Punkte S, so erhalten wir sämtliche Strahlen 
von S bis aui' einen m, der der Gerade s parallel ist. Die 
Zahl der Strahlen eines Punktes ist mithin um eins gröfser 
als die Zahl der Punkte einer Gerade. Wir dürfen also 
nicht sagen : Jeder Strahl des Büschels S schneidet die 
Gerade s, sondern müssen hinzufügen: bis auf einen w, der 
der Gerade parallel ist. Dieser Strahl m nimmt aber, wie 



y Google 



g 1. Perspektive Verwandtsehafl:. Nr. 2—4. 3 

wir im folgenden sehen werden, keine Ausnahmestellung ein; 
wir wollen deswegen den lästigen Zusatz umgehen, indem 
wir der Gerade s noch einen Punkt, den wir zum Unter- 
schied von den Ubrigen den uneigentUchen nennen wollen, 
beilegen. Da dieser uneigentliehe Punkt, in dem nach 
unserer neuen Ausdrucke weise der parallele Strahl die 
Gerade s schneidet , von jedem eigentlichen Punkt der 
Gerade unendlich weit entfernt ist, so nennen wir ihn auch 
den unendlich fernen Punkt der Gerade. 

Der Grundsatz : Durch einen (eigentlichen) Punkt kann 
man zu einer Gerade eine und nur eine Parallele ziehen, 
lautet jetzt : Jede Gerade, die durch einen eigentlichen 
Punkt geht, hat einen und nur einen uneigentliehen {un- 
endlich fernen) Punkt. 

Aus diesem Grundsatz folgt, dafs alle uneigentliehen 
(unendlich fernen) Punkte der Ebene in einer Gerade, der 
uneigentliehen (unendlieh fei-nen) Get-ade o der Ebene, liegen. 
Denn lägen sie in einer andern Linie, so könnten wir zwei 
Punkte dieser Linie verbinden und somit eine Gerade mit 
zwei uneigentliehen Punkten zeichnen. 

In Zukunft sprechen wir also nicht mehr von parallelen 
Geraden, sondern von solchen, die durch denselben Punkt 
der uneigentlichen Gerade o gehen oder, was dasselbe sagt, 
die sich in einem uneigentliehen Punkte schneiden. 

4. Drehungsslnn, Ein Strahl « kann sich * 

um einen seiner Punkte S in zweierlei Sinn 
drehen (mit dem Zeiger einer Uhr oder gegen 
den Zeiger einer Uhr). Ist b ein zweiter Strahl 
von S, so gelangt der Strahl a sowohl bei der 
Drehung im Sinn eines LTirzeigers als auch bei 
der Drehung im entgegengesetzten Sinn nach h 
(Fig. 1). 

Ist c ein dritter Strahl von 
*', so überschreitet a bei der 
Drehung in dem einen Sinn, 
bevor er nach h gelangt, den 
Strahl c; bei der entgegen- 
gesetzten Drehung nicht. Wir 
wollen nun unter abc immer 
den Drehungssinn verstehen, 
bei welchem a, ohne c zu über- 
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schreiten, Dach b gelangt (Fig. 2), so dafs durch die Bezeieh- 

nting abi: immer ein hestimmter Drehungssinn festgelegt ist. 

B 5. Bewegungssinn. Von dem Punkt A einer Gerade s 

kann man sich in zweierlei Sinn forthewegen, um zu einem 

zweiten Punkt B in s zu gelangen. Bewegt man sieh in 

dem einen Sinn, so mufs man den nneigcntliehen'^' Punkt 

von s überschreiten, um nach B zu gelangen; bewegt man 

sich in dein andern Sinn, so überschreitet 

~ '- ■v '" ^ ^"" ^^^ ^^° nnei gentlichen Punkt von s nicht 

(Fig. 3). Den Sinn beider Bewegungen 

FiK- s. wollen wir dadurch unteraeheiden, dafs wir 

die Bewegung, bei welcher der uneigentliehe Punkt itkht 

überschritten wird, durch A B , uud die Bewegung, bei 

welcher der uneigentliehe Punkt überschritten wird, durch 

A ' B bezeichnen. 

Ist C ein dritter (eigentlicher) Pankt von s, so wollen 
wir unter A B C immer den Bewegungssinn verstehen, hei 



C ^ — ' -B ■'—A CJi ^- 

Fig. 4. 

welchem man von ^1 nach B gelangt, ohne C zu üher- 
sehroiten, so dafs durch die Bezeichnung ABC immer ein 
bestimmter Bewegnngssinn festgelegt ist {Fig. 4). 
« C. Perspektive Lage. Das Wesen der Geometrie der 
Lage besteht darin, die Elemente der Gi-undgebüde^'^^ einander 
zuzuordnen, d. b. jedem Element des einen Grundgebildes 
ein Element des andern zuzuweisen. 

Zwei einander zugeordnete Elemente 
heifsen homologe Elemente. 

Auf die einfachste Art stellt man eine 
solche Zuordnung, z. B. zwischen einer 
Punktreihe s und einem Strahlenbüschel S, 
in folgender Weise her. Jedem Strahl a 
' p. - des Mittelpunktes S ordnet man den Punkt 

A des Trägers s zu, -in dem der Strahl a 
die Gerade ^i sehneidet (Fig. 5). Für die so hergestellte 
Beziehung zwischen den Punkten einer Gerade und den 
Geraden eines Punktes hat man verschiedene Ausdrueks- 
weisen. Entweder man nennt den Strahlenbüsehel einen 
Schein der Punktreihe oder die Puuktteihe einen Schnitt des 
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Strahlenbüscliels oder schliefslieh man sagt: Der Strahlen- 
büschel uud die Punktreilie sind in perspektiaer Lage. In 
Zeichen 'dentet man die perapektive Verwandtschaft an durch 

SÄ«, 
gelesen : Der StrahlenbUschel 5 perspektiv zur Punktreihe s. 

7. Perspektive Strahlenbüschel und Perspektive ? 
Punktreihen. Im folgenden stellen wir eine Reihe von Sätzen 
nicht hinter, sondern neben einander. Dadurch woüen wir darauf 
aufmerksam machen, dafs man den rechts stehenden Satz aus 
dem iinJcs stehenden Satz erhält, indem man die Worte: 
Gerade (Strahl) und Pnukt, Mittelpunkt und Träger, Strahlen- 
büschel nnd Punktreihe, Schnittpunkt und Verbindungslinie, 
Drehung und Bewegung mit einander vertauscht. Später!*' ^) 
werden wir in dem Gesetz der Dualität (oder Keziprozität) 
den Grund dafllr kennen lernen, dafs man durch eine solche 
mechanische Vertauschuug neue Sätze erhält. — Dem Ler- 
nenden wird empfohlen, den rechts stehenden Satz ohne 
Hülfe des Buches aus dem links stehenden abzuleiten. 



Perspektive Slrakhnhüschel. 
Um die Strahlen zweier Strah- 
lenbüschel S und S^ auf ein- 
ander zu beziehen, nimmt man 
eine Punktreibe s zu Hülfe 
und weist jedem Strahl a 
von S den Strahl ö, von S, 
zu, der durch den Schnitt- 
punkt A^=sa geht. 

Die beiden StrahlenbUschel 
S und S^ sind nach der Kon- 
struktion (Fig. 6) Scheine'^' 
einer und derselben Pnnkt- 
reihe s. Kennen wir zwei 
solche Büschel perspektiv, so 
können wir uns auch so aus- 
drücken : 

Zwei StrahlenbUschel heißen 
perspektiv, wenn sie Scheine 
einer und derselben Punktrei3ie 






In Zeichen: -S /\ S^. 



Perspektive Punktreihen. Uin 
die Punkte zweier Punkt- 
reihen s und Sj auf einander 
zu beziehen, nimmt man einen 
StrahlenbUschel S zu Hülfe 
und weist jedem Punkt A von 
s den Punkt j4^ von «^ zu, 
der aui der Verbindungslinie 
a^SA liegt. 

Die beiden Punktreihen s 
und s^ sind nach der Kon- 
struktion (Fig. 7) Schnitte!«» 
eines und desselben Strahlen- 
bUschels S. Nennen wir zwei 
solchePuuktreihen perspektiv, 
so können wir uns auch so 
ausdrücken : 

Zwei Punktreüien heißen 
perspekäv, wenn sie Sclmiite 
eines und desselben Strahlen- 
büscheU sind. 

In Zeichen : «Äs 
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8 8. Sieh selbst homolog-ep 
Strahl. Der Strahl, welcher 
durch die Mittelpßokte S und 
5, geht, gehört sowohl zum 
Büschel Swie zumBttschelSj. 
Er ist also als ein zweifacher 
Strahl zu betrachten und wird 
als solcher häufig mit zwei 
Buchstaben bezeichnet: mit t, 
wenn man ihn als Strahl des 
Büschels S; mit t^, wenn man 
ihn als Strahl des Büschels 
Sj^ ansieht. 

Sucht man zu t vermittelst 
der Punktreihe s in der an- 
gegebenen'''' Weise den ho- 
mologen**' Strahl von S^, 
so findet man t^ (Fig. 6). 
Daher: 

Sind zwei Strahlenbüschel in 
perspektiver Lage, so ist die 
Verbindungslinie der Mittel- 
mmkte sich selbst 



» S.Dpehung-pepspektivzu- 
geordnetep Strahlen. Dreht 
sich ein Strahb' um den Punkt 5 
so, dafs sein Drehungssinn'*', 
etwa a l c (Fig. 6), unver- 




Sich selbst homologer 
Punkt. Der Punkt, in dem sieh 
die Träger s und s, schneiden, 
gehört sowohl zur Reihe s 
wie zur Reihe s^. Er ist also 
als ein zweifacher Punkt zu 
betrachten und wird als 
solcher häufig mit zwei Buch- 
staben bezeichnet: mit T, 
wenn man ihn als Punkt der 
Reihe s; mit Tj, wenn man 
ihn als Punkt der Reihe s^ 
ansieht. 

Sucht man zu T vermittelst 
des Büschels S in der an- 
gegebenen <'' Weise den ho- 
mologen*^' Punkt von s^, 
so findet man T^ (Fig. 7). 
Daher: 

Sind zwei Ptmktr^lien in 
perspeküver Lage, so ist der 
Schnittpunkt der Träger sich 
selbst homolog. 

Bewegungpepspektiv zu- 
geordnetep Punkte. Durch- 
läuli ein Punkt X die Gerade s 
so, dafs sein Bewegungssiim*°', 
etwa ABC (Fig. 7), nn- 
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Perspektire Verwandtschaft. Nr. 8—10. 



ändert bleibt, so durchlänft 
sein SehnittpUDkt X mit einer 
nicht durch S gehenden 
Gerade s in einem bestimmten 
nnveränderlieben Sinn A B Clf"! 
die Gerade s. Der Strahl x^ , 
welcher den Pooitt X mit 
einem attfserhalb s liegenden 
Pnnkte S, verbindet, dreht 
sieh dann, während ,r sieh 
nm S dreht, um den Mittel- 
punkt 5, in einem bestimmten 
unveränderlichen Sinn u^ 5, c, . 

Da bei unserer Konstruktion 
die Strahlenbflschel S und S^ 
(vermittelst der Punktreihe s) 
perspektiv aufeinander be- 
zogen sind('>, ao können wir 
das Ergebnis so ansspreehen: 

Dreht sieh ein Strahl x um den 
Mittelpunkts in einem bedimm- 
ten mwerätid&'Uchen Sinn, eo da/x 
ernachmianiler mit jedem Strahl 
des Biiscitels S zusammenfällt, 
so dreht steh ein ihm per- 
spektiv zugeordneter Strahl ■■», 
um seinen Mittelpunkt S, 



lic/ien Sinn, so da/s er ebenfalls 
nacheinander mit jedem Strahl 
des Mittelpunktes o, zusammen- 



verändert bleibt, so dreht sich 
seine Verbindungslinie x mit 
einem aufserhalb s liegenden 
Punkte S in einem bestimmten 
unveränderliehen Sinn abc^'^ 
cm S. Der Punkt X^, in 
dem die Verbindungslinie x 
eine nicht durch S gehende 
Gerade «^ sehneidet, durch- 
länft dann, während X sieh 
auf s bewegt, den Träger s^ 
in einem bestimmten unver- 
änderliehen Sinn A^B^C^. 

Dabei unserer Konstruktion 
die Punktreihen s und s^ (ver- 
mittelst des StrahlenbUschels 
S) perspektiv aufeinander be- 
zogen sind'", so können wir 
das Ergebnis so aussprechen : 

Durchläuft ein Punkt X den 
Träger s in einem bestimmten 
unveränderliehen Sinn, so da/s 
er nacheinander mit jedem 
Punkt der Be^ie s zusammenr 
fäät, so dnre/däufi ein ihm 
perspekUv zugeordneter Punkt 
X^ seinen Träger s^ in einem be- 
stimmten unveräTiderlichen Sinn, 
so dafa er ebenfalls nachdn- 
ander mit jedem Punkt des 
Trägevs s, zusammenfällt. 



10. Elliptischer und hyperbollschep Wurf. Die Reihen- u 
folge von vier Punkten, die in einer Gerade liegen, sei 
A B C D, so dafs ein Punkt X, der die Gerade s im Sinne 
ABC^^y durchläuft, der Reihe nach mit ^^CZ* zusammen- 
fällt. Fassen wir die vier Pnnkte in zwei Paare A B und 
CD zusammen und nennen AB sowohl wie CD ein Punkt- 
paar, so wird bei der angegebenen Reihenfolge das Punkt- 
paar A B diireli das l'unktpaar CD nicht getrennt, d. h, der 
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Punkt X gelangt von A nach B, ohne C oder D zu über- 
schreiten. — Um uns bequemer ausdrucken zu können, 
führen wir ein neues Wort ein durch die 

1. Definition: Der Inbegriff zweier Pnnktpaare heifst 
ein (gerader Pnnkt-jITM)'/; in Zeichen AB. CD. 

Wir können dann sagen: In dem Wurf AB . CD wird 
das Punktpaar A B durch das Punktpaar CD nicht getrennt. 

Ans der Gruppe unserer vier Punkte können wir femer 
den Wnrf AD .B C bilden. Unser Punkt X gelangt von A 
nach Dj indem er B und C überschreitet. Würde er sieh 
im entgegengesetzten Sinne bewegen, so würde er von A 
nach D gelangen, ohne B und C zu übersehreiten. Auch 
in diesem Falle sagen wir: Das Funktpaar A D wird durch 
das Ponktpaar B C nickt getrennt. 

Bilden wir schliefslich aus den vier Punkten ABC D 
den Wurf AC .B D, so gelangt der Punkt X von A nach 
C, indem er B Überschreitet, D dagegen nicht; bewegt er 
sich im entgegengesetzten Sinn, so gelangt er von A nach 
C, indem er D überschreitet, B aber nicht. In diesem Fall 
sagen wir : Das Punktpaar A C wird durch das Punktpaar 
BD getrennt. — 

Um das Ergebnis zusammenfassen zu können, führen 
wir noch zwei neue Worte ein : 

2. Definition : Ein Wurf, dessen Punktpaare einander 
trennen, heifst elliptisch. 

3. Definition: Ein Wurf, dessen Punktpaare einander 
nicht trennen, heifst hyperholisch. 

Das Ergebnis unserer Betrachtungen lautet demnach: 

4. Lehrsatz : Am vier JPunkten lassen sich drei Würfe 
hüden; zwei von diesen drei Würfen sind hyperbolisch^ 
der dritte ixt elliptisch, 

II 11. Der aus vier Strahlen gebildete Wurf. Verbinden 
wir die vier Punkte AB CD mit einem außerhalb ihres 
Trägers s liegenden Punkte S durch die vier Strahlen ab cd 
und bezeichnen die Verbindimgslinie •SfX) dnrch a (Fig. 7), 
80 ergiebt sieh ans den Betrachtungen von Nr, 9, dafs die 
Reibenfolge der Strahlen abed mit der Reihenfolge der 
Punkte AB CD übereinstimmt. Gebrauchen wir statt der 
Worte: Wir verbinden die Punkte .,45 CD mit dem Punkte 
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S dnrch die Strahlen ab cd, die gleichbedeutenden : Wir 
projizieren die Punkte AB CD ans S durch die Strahlen 
abfid, und nennen ferner noch zwei elliptische (oder hyper- 
bolische) Wltrfe gleichartig, so haben wir 

1. Lehrsatz: Mn Punktwurf wird aus jedem Punkt 
durch einen gleichartigen Straldenwurf projiziert. 

Es läfst sieh daher der Satz Nr. 10^ auf einen Strahlen- 
wurf Übertragen. Indem wir für Punkt nnd Strahl (und 
auch Ebene) das zusammenfassende Wort Element'^l an- 
wenden, können wii sagen: 

2, Lehrsatz : Ans vier Elementen A B C D lai-nen 
sich drei Würfe 

AB. CD; AC.BD; AD.BC 
bilden; zwei von diesen drei Würfen dnd hi/perbolisch, 
der dritte ist elliptisch. 

Znsatz. Wir sprechen nicht blofs von einem Wurf gleich- 7. 
artiger Elemente, sondern auch von einem Wurf, der be- 
stimmt wird durch ein Punktpaar A B und ein Strahlenpaar 
cd. Bezeichnen wir nämlich die Punkte, in denen die 
Verbindungslinie s^ AB von den Strahlen c nnd d ge- 
schnitten wird, durch C und D und die Strahlen, durch 
welche die Punkte A und B aus dem Schnittpunkt Ä ^ cd 
projiziert werden, dnrch a önd b, so verstehen wir unter 
dem durch das Punktpaar A B und das Strahlenpaar e d 
bestimmten Warf ^.B . cd entweder den Punktwurf Aß. CD 
oder den Strahlenwnrf ab .cd. Je nachdem der Wurf 
AB . CD (ab .cd) elliptiscb oder hyperbolisch ist, 
wir von einem elliptischen oder hyperbolischen Wurf ÄB.< 
oder auch wir sagen : Das Punktpaar A B wird durch 1 
Straklenpaar cd getrennt oder nicJit getrennt. 

Diese Ausdrucksweise dehnen mr auch auf drei Punkte 
ABC and einen Strahl d (oder auf drei Strahlen abc und 
einen Punkt D] aus, indem wir z. B. sagen: Der Punkt C 
wird von dem Strahl d durch die Punkte A und B getrennt 
oder nieJtt t 



12. Vorläufige Inhaltsangrabe. Der Inhalt der i- 

Geometrie der Lage läfst sich an dieser Stelle bereits ver- 
ständlich machen und zwar am anschaulichsten vermittelst 
der (links) konstruierten Perspektiven Strahlenbüsehei'"'. 
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10 I- Der Kegelschnitt. 

Denken wir uns die Strahlen ab c . . . von S und die 
ihnen homologen*" a^ b^c^.. . von Sj fest ond dann den 
einen Büschel nra seinen Mittelpunkt gedreht (ohne dafa die 
gegenseitige Lage der Strahlen sich ändert), sodafs also <'** 
nicht mehr mit f, znsammenfällt, so liegen die Schnittpunkte 
der homologen Strahlen «n, , 6&j, cc^... nicht mehr in 
einer Gerade s, sondern in einer krummen Linie. 

Das Aufsuchen der Eigenschaften, die die so entstandene 
krumme Linie hat, bildet den Inhalt dieses ganzen Buches. 

8 13* Erläxiterungr durch den Kreis. Verständlicher 
werden die in der vorhergehenden Nummer gemachten An- 
deutungen, wenn wir eine bekannte krumme Linie, den Kreis, 
auf die angegebene Weise entstehen lassen. 

Wir beziehen zwei Strahlenbüsehel S und S^ nicht ver- 
mittelst einer beliebigen Gerade s, sondern vermittelst der 
unendlich fernen Gerade o der Zeichen ebene *^' perspektiv 
aufeinander. Wir ordnen 
also"' jedein Strahl a von 
S den Strahl a^ von S^ 
au, der durch den Schnitt- 
pnnlit von a und o geht, 
d. h. wir weisen jedem 
Strahl a von S den ihm 
parallelen Strahl a, von 
S, zu (Fig. 8). Da Winkel 
mit parallelen Sehenkeln, 
wenn sie in demselben 
SinnW gemessen werden, 
einander gleich sind, so ist der Winkel zwischen zwei beliebigen 
Strahlen a h gleich dera von den homologen Strahlen a^ b^ ge- 
bildeten Winkel, so dafs die beiden Strahlenbüschel S und S^ 
einander kongnient sind. Die Gleichheit der Winkel bleibt 
bestehen, wenn wir z. B. den Büschel S^ um seinen Mittel- 
punkt S, drehen. Auch in der neuen Lage ist also 
^ ab^^ z. a^b^ und folglich auch, wie ein Blick in die 
Fig. 8 lehrt, ^aa^ = ^bb^. Daraus folgt nach einem 
planimetrischen Satze, dafs die Schnittpunkte A = aa^, 
B=:h hj auf einem durch S und S^ gehenden Kreise liegen. — 
Aus z (i a, ^ .i ( (, folgt, nebenbei bemerkt, ferner noch, 
dafs i, in seiner neuen Lage Tangente an dem Kreise ist. 
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§ 2. Harmoniscbe Elemente. Nr. 13—15. H 

§ 2. Harmonische Elemente. 

14. Stereometrische Hiilfssätze. Der FoDdamental- u 
satz'^^l dieses Paragraphen wird durch stereometrische Be- 
trachtungen gewonnen. Wir schicken daher, um den Beweis 
nicht unterbrechen za müssen, die zu benutzenden stereo- 
metrischen Sätze voraus. 

1. Zwei Geraden, die in einer Ebene liegen, schneiden 
sich in einem Punkte. 

2. Zwei Geraden, die sieh in einem Punkte sehneiden, 
liegen in einer Ebene. 

3. Zwei Ebenen schneiden sich in einer Gerade. 

4. Schneiden sich zwei Geraden, die in zwei ver- 
schiedenen Ebenen liegen, so liegt ihr Schnittpunkt in der 
Schnittlinie beider Ebenen. 

5. Vier Punkte lassen sieh immer als die Ecken eines 
(räumlichen oder ebenen) Vierecks ansehen, 

Lehrsatz: Wenn zwei Gegenseiten eines Vierecks sich 
" " ;n, so schneiden sieh auch die anderen Gegenseiten 
des Vierecks, 

Beweis : Wenn die Gegenseiten A A und B r des Vier- 
ecks A A B r sich in P schneiden, so liegen die vier Ecken 
in der Ebene P A B ; alle Verbindungslinien der Ecken liegen 
daher in einer Ebene, folglich schneiden sie siehi'*''. 

6. Lehrsatz: Wenn je zwei von drei Oeraden sicfi sekneiden, 
so liegen die drei Geraden in einer Ebene oder gehen durch 
einen I\inkt. 

Beweis; Nach der Voraussetzung schneiden sich !> und 
in A, c und a m B, a und b in C. Fällt A nicht mit B 
(und folglich auch nicht mit C) zusammen, so liegen die 
drei Geraden in der Ebene ABC. Fällt dagegen A mit 
B (und folglich auch mit C) zusammen, so gehen die drei 
Geraden durch einen Punkt. 

15. Pepspektiv liegrende Dreieeke. In einer Ebene a is 
liege das Dreieck ^.S C mit den Seiten ahe;'\.a einer zweiten 
Ebene o^ (oder auch in derselben Ebene a) das Dreieck 
ABT mit den Seiten aßy. Wir wollen die Ecken A und 
A, B und B, C und r einander zuweisen nnd sie kurz, 
homolog"'' nennen. Die Verbindungslinien homologer Ecken 
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12 I. Der Kegelsclinilt. 

nennen wir honiolog'e Seiten. Durch die Zuordnung der 
Ecken der beiden Dreiecke ist dann auch jeder Seite des 
* einen Dreiecks eine bestimmte Seite des andern zugeordnet. 
Und umgekehrt. — 

1. Lehrsatz: Wenn die drei Punkte, in denen sich 
die Jiomdorien Seiten stmier zugeordneten Dreiecke schneiden, 
in einer Gerade liegen, so gehen die drei Geraden, welche 
die homologen Ecken vei'binden, durch einen Punkt. 
Beweis: Die beiden in derselben Ebene a liegenden, 
zugeordneten Dreiecke seien ABC und -4, S, C^ (Eig. 9); 
die di-ei Punkte, in denen 
die Seiten a&c des Dreiecks 
ABC Yon den homologen 
Seiten a, 6, c^ des Dreiecks 

A^ B^ (7^ geschnitten 
werden, seien PQIi; die 
Gerade, in der nach der 
Voraussetzung die drei 
Punkte PQP liegen, 
hcifse *. 

Wir legen durch die 
-^1 Gerade ( eine (in der t^gur 

'^' ■ nicht gezeichnete) beliebige 

Ebene a^ und ziehen in dieser durch die drei Punkte P Q fi 
drei beliebige Geraden a ßy, die sich in den Punkten ABT 
schneiden. Wir betrachten zunächst die beiden Dreiecke 
ABC und ABT. Da BC und BT sich in P schneiden, 
so müssen sicli auch die Verbindungslinien BB und CT 
schneid en'^^il; ebenso müssen sich die Verbindungslinien CT 
und A A und die Verbindungslinien A A und B B schneiden. 
Da diese drei Verbindungslinien nicht in einer Ebene liegen, 
weil die Ebenen ABC^^a und A B r =^ »^ nicht zusammen- 
fallen, so gehen die drei Verbindungslinien ^ A, BB, CV 
durch einen Pnnkt S"^«), 

Durch Betrachtung der Dreiecke A^ B^ C^ und ABT 
■ergiebt sieh in derselben Weise, dafs die Verbindungslinien 
A, A, P, B, 6', r durch einen Punkt S, gehen. 

Den Punkt, in dem die Ebene ff der Dreiecke ABC 
und A^ Pj C, durch die Verbindungslinie der beiden Punkte 
S und Sj gesclinitten wird, nennen wir T. Weil nun SA 
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Elemente. Nr. 15, 13 

and Sj A, nach der Konstruktion sich in A sehneiden, müssen 
sich auch S S^ und Ä A^ sehneiden "*>l, mit andern 
Worten, A Aj mufs durch T gehen. Ehenso müssen S B^ 
und CCj durch T gehen. — 

2. Lehrsatz : Wenn die drei Geraden, welche die 
homologen Ecken zweier zugeordneten Dreiecke verbinden, 
durch einen Punkt gehen, so liegen die drei Punkte, in 
denen sich die ho^nohgen Seiten schneiden, in einer Gerade. 
Beweis: Wir legen durch den Punkt T {Fig. 9), in dem 
sich nach der Voraussetzung die drei Verbindungslinien homo- 
loger Ecken ji^,, B B^, CC^ schneiden, eine beliebige, 
nicht in a liegende (in der Figur nicht gezeichnete) Grcrade 
und nehmen in dieser zwei beliebige Punkte S und S^ an. 
Weil SS, und AA^ dnrch T gehen, so müssen sieh auch 
SA und S^A^ in einem Punkte A schneiden cwj ebenso 
schneiden sich S B und S, B^ in einem Punkte B, S (7 und 
S^ C^ in einem Punlcte r. Die drei Punkte ABT bestimmen 
eine Ebene u,, die die Ebene <f in der Gerade ( schneiden 
möge "V 

Die Geraden B C und B^ C^ schneiden sieh''^i', weil 
sie beide in der Ebene a liegen ; die Geraden B C und B F 
schneiden sich, weil BB und CT durch S gehen "■'>'; die 
Geraden .S, t\ und B f schneiden sich, weil B^ B und C^ f 
durchs, geheQi'^>\ Die drei Geraden .B C, B^C^, BT, von 
denen, wie wir sehen, je zwei sich schneiden, können aber 
nicht in einer Ebene a liegen, weil sonst 8 (und f) und mithin 
auch S gegen die Konstruktion in a liegen müfste ; sie gehen 
daher <'^"' durch einen Punkt P, und dieser liegt, weil z. B. 
B C und B r in zwei verschiedenen Ebenen a and a, liegen, 
in der Schnittlinie ( von ff und ff/'**'. BC und B^C^ 
schneiden sich also in einem Punkte P von (. — Ebenso liegt 
auch der Schnittpunkt Q von CA and C, A^ und der 
Schnittpunkt R von A B und A^ B^ in t. 

Anmerkung. Wenn von zwei zugeordneten Dreiecken a 
ABC und A^ B^ C, entweder die Schnittpunkte homologer 
Seiten in einer Gerade liegen oder die Verbindungslinien 
homologer Ecken dnrch einen Punkt gehen, so heifsen die 
Dreiecke perspektiv liegend. — - Dieser (durch stereometrische 
Betrachtungen gewonnene) Lehrsatz (von Desaigues) über per- 
spektiv liegende Dreiecke bildet die Grundlage der Lehre von 
den harmonischen Elementen und damit der Geometrie der Lage. 
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Der EegeischHitt. 



6 16. Viereck. Vier Punkte 
einer Ebene können durch 
sechs Geraden verbunden wer- 
den. Nimmt man die vier 
Punkte zu Ecken eines Vier- 
ecks und nennt die Verbin- 
dungslinien Seiten, so lautet 
der vorstehende Satz: 

Ein Viereck bat sec/ts Seiten. 

Zwei Seiten, die nicht durch 
dieselbe Ecke gehen, heifsen 
Gegenseiten; 

der Schnittpunkt zweier 
Gegenseiten helfet Diagonal- 
punkt ; 

die Verbindungslinie zweier 
Diagonalpnnkte heifst Diugo- 



Ein Viereck hat demnach 
drei Paar Gegenseiten, drei 
Diagonalpunkte und drei Dia- 
gonallinien. 



16. Vierseit. VierGeraden 
einer Ebene schneiden sich 
in sechs Punkten, Nimmt 
man die rier Geraden zu 
Seiten eines Vierseits und 
nennt die Schnittpunkte Ecken, 
so lautet der vorsiehende Satz : 

Ein Vierseit hat sechs Ecken. 

Zwei Ecken, die nicht in 

derselben Seite liegen, heifeen 



die Verbindungslinie zweier 
Gegenecken heifst Diagonal- 
linie ; 

der Schnittpunkt zweier 
Diagonallinien heikiDiagonal- 
punkt. 

Ein Vierseit hat demnach 
drei Paar Gegenecken, drei 
Diagonallinien und drei Dia- 
gonalpunkte. 




Die vier Ecken nennen wir 
A A B r (Fig. 10); die drei von 
A ausgehenden Seiten ab c, 
ihre Gegenseiten o, 6, c^. 
Femer führen wir für die Dia- 
gonalpnnkte und Diagonal- 
linien die Bezeichnung ein: 
aa, ^P; h\ = Q; cc^^R. 
QR = p; RP=-q; PQr:=r. 



Die vier Seiten nennen wir 
&aßy (Fig.ll); die drei in 6 
liegenden Ecken ABC, ihre 
Gegeneeken j4^-Bi C,, Ferner 
fuhren wir für die Diagonal- 
linien und Diagonalpnnkte die 
Bezeichnung ein: 
AA,==p;BB^=q; CC^=r. 
qr ^ P; rp ^ Q; pq ^ R. 
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15 



Zvsats. Um für die im 
folgenden sich ergebenden 
Beziehungen zwischen den 
Seiten und Diagonallinien 
eines Vierecks einen kurzen 
Aasdruck Zugewinnen, ordnen 
wir die Seiten und Diagonal- 
linieu einander zu und zwar 
jeder Seite {und ihrer Gegen- 
seite) dieDiagonallinie, welche 
die beiden nicht in der Seite 
liegendenDiagonalp unkte ver- 
bindet, sodafs einander zu- 
geordnet heifsen 

a (a^_) und p; b (b^) und q; 
c (Cj) und r. 

Anmerkung. In der Plani- 
metrie legt man den Ecken 
eines Vierecks eine bestimmte 
Reibenfolge bei und nennt nur 
die Verbindungslinie von zwei 
aufeinander folgenden Ecken 
Seite, sodafs ein plani- 
metrisehes Viereck vier Seiten 
hat. Ein solches Viereck 
helfet ein einfaches im Gegen- 
satz zum unsrigen, das wohl 
auch ein vollständiges genannt 
wird. 

Allgemein heifat ein Vieleck 
ein einfaches, wenn den Ecken 
eine bestimmte Reihenfolge 
beigelegt ist; ein einfaches 
Vieleck hat ebensoviel Seiten 
wie Ecken. 



Zusatz. Um fttr 
folgenden sich 
Beziehungen zwischen 
Ecken und Diagonalpunkten 
eines Vierseits einen kurzen 
Ausdruck Zugewinnen, ordnen 
wir die Ecken und Diagonal- 
punkte einander zu und zwar 
jeder Ecke (und ihrer Gegen- 
ecke) den Diagonalpunkt, in 
welchem die beiden nicht 
durch die Ecke gehenden 
Diagonallinien sieh schneiden, 
sodafs einander zugeordnet 
heifsen 

A (A^) und P; B (B,) und Q; 
C (CJ und R 

Anmerkung. In der Plani- * 
metrie legt man den Seiten 
eines Vierseits eine bestimmte 
Reihenfolge bei und nennt nur 
den Schnittpunkt von zwei 
aufeinander folgenden Seiten 
Ecke, sodafs ein planimetri- 
sches Vierseit vier Ecken 
hat. Ein solches Vierseit 
heifst ein einfaches im Gegen- 
satz zum unsrigen, das wohl 
auch ein vollständiges genannt 
wird, 

AUgemein heifst ein Vielseit 
ein einfaches, wenn den Seiten 
eine bestimmte Reihenfolge 
beigelegt ist; ein einfaches 
Vielseit hat ebensoviel Ecken 
wie Seiten, 

17. Konstruktion eines Viepecks. r 

Aufgabe : Es sind drei Punkte PQW gegeben, 
die in einer Gerade liegen. Man soll ein Viereck 
zeichnen, von dem P und Q zwei Diagonalpunkte sind, 
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16 I- Der Kegel aehnitt. 

während eine Seite des dritten Dia^onalpunlites durch 
W geht. 
Lösung: Wir legen dnreh P zwei beliehige Geraden 
a und flj, die von einer beliebigen durch W gelegten Gerade 
c in A und T geschnitten werden. Bezeichnen wir dann den 
Pnnkt, in welchem a von der Verbindungslinie Q V geschnitten 
wird, durch A, und den Punkt, in welchem «, von Q A ge- 
schnitten wird, durch B, so bilden A A B T die Ecken eines 
der verlangten Vierecke. 
A Anmerhing. Später 'ä'^') werden wir sehen, dafs die Zeich- 

nung des Punktee W^ , in dem die Seite A B die Diagonallinie 
P Q schneidet, für die Lehre von den harmonischen Punkten 
von der gröfsten Wichtigkeit ist. Der Leser hat sich daher 
mit der vorstehenden Konstruktion vollständig vertraut zu 
machen ; er hat sie ftlr versehiedene Lagen der Punkte PQW 
und unter Abänderung der Lage der willkürlich angenom- 
menen Geraden aa^c zn wiederholen und einzuüben. Je 
gründlicher er diese Konstruktion beherrscht und die Einzel- 
heiten der Viereeksfigur in sieh aufnimmt, um so schneller 
wird er die folgenden Sätze verstehen. 
18 18, Zwei Dlag-onalpunkte und die Gegenselten des 
dritten Dlagronalpunktes. Zeichnen wir nach Nr, 17 zwei 
Vierecke (Fig. 12), von denen P und Q zwei Diagonalpunkte 
sind, so behaupten wir: Wenn die Seiten c und c' der dritten 
Diagonalpunkte R nnd R' sieh in W schneiden, so gehen 
oÄ die Gegenseiten «^ und c^' 

Jk dieser Seiten a und c' durch 

m\\ einen und denselben Punkt 

*-%»! L\ ^^1 ^^'" g^n^ßi^samen Dia- 

/\Näl\ ß gonallinie PQ, mit andern 

/ ^.tvCT^"^ Worten : 

/\^-'%|\ \ ^'^■^^^ Wir behaupten, dafs der 

_-^^^._.S_^._.^^^^i. Punkt W^ von der Wahl 
^^^\~'~^^^----~^; desVierecks Ä A B r un- 

tf°i^^^^ abhängig, also nur von 

fl der Lage der drei Punkte 

Fis- 12. P QW abhängig ist. 

Beweis; Jedes der beiden gezeichneten Vierecke A A B r 
und A' A' B' r' zerlegen wir in zwei Dreiecke nnd betrachten 
zunächst ATA und Ä' V k'. Diese beiden Dreiecke liegen 
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perapektiT ''^ *', weil der Sehnittpuok-t W von A r ond 
AT', der Sclmittpnnkt P von AA und A' A', der Schnitt- 
punkt Q von A r und A' f in einer Gerade liefen. Die drei 
(in der Figur niclit gezeichneten) Verbindungslinien homo- 
loger Ecken Ä A', f f, A A' gehen daher''^»' durch einen Punkt 
T. — Ferner liegen die Dreiecke AHB nnd A' r' B' perspektiv ; 
es gehen daher f"'' die drei Verbindungslinien A A', f r', ß B' 
durch einen Punkt, mit andern Worte», 8 B' geht durch den 
Schnittpankt von A A' und T f, d. i. 7'. 

Betrachten wir sehliefslieh die beiden Dreiecke ABT 
nnd A' ß' f, so liegen diese perspektiv, weil, wie wir eben 
bewiesen haben, die Verbindungslinien homologer Ecken 
AA', Bß', r r' durch einen Punkt 7' gehen. Weil nun BT 
nnd B' T' sich in F, TA und V A' sieh in Q sehneiden, so 
müssen A B und A' B' durch einen und denselben Punkt W^ 
von F Q<'*!i gehen. 

19. Veptausehbapkeit der Punktpaare. Die drei i» 
Punkte /* Q W, von denen wir beim vorhergehenden Satz aus- 
gingen, sind nicht gleichartig. Wir wollen dies dadurch an- 
deuten, daTs wir die Punkte Pund Q, die Diagonalpnnkte unserer 
Vierecke sind, ein Punktpaar nennen und beim Sehreiben 
von W trennen : PQ.W. Es ist dann C^) durch FQ.W äsr 
Punkt W^ eindeutig bestimmt. Es fragt sich nun, ob wir, 
ausgehend von WW, . Q, zum Punkte F gelangen. 

Wir nehmen also an (Fig. 13), dafs von dem Viereck A A B T 
die beiden Punkte P und ^ 
Q zwei Diagonalpunkte '*;•,_ 

sind und dafs die beiden \\ '~, 

Punkte W und TI^^ auf \\ "'■, a 

den Gegenseiten des drit- \ \ yt-^ 

ten Diagonalpunktes H \ /j\ \ 

liegen. Betrachten wir die '^fk~^'iff\ "^'- 

beiden Dreiecke A A Q / 'Njy?? 

und W WR nnd ordnen / J'^TV^V^"""'""--.. ^^x 

die Ecken in der hinge- /S-^''''^''' | x\ ^^""""^"^^ 

scbriebenen Reihenfolge -jf^ ^—-^ ^^b^" 

einander zul'*', so sehen Fi'n ' 

wir, dafs der Schnitt- 
punkt F von A A und W^ W, der Schnittpunkt r von A Q 
und WR, der Schnittpunkt ß von Q A und R W^ in einer 
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Gerade liegen. Es gehen daher "*■> die Verbindungslinien 
homologer Ecken Ä W^, AW, Q R durch einen Pnnkt S. Wir 
haben damit ein Viereck S RL A gezeichnet, von dem W 
und W Kwei Diagonalpnnkte smd, während die Seite SR 
des dritten Diagonalpunktes durch Q geht. Da die Gegen- 
seife A A von >S -ff durch P geht, so erkennen wir, dafs wir, 
ausgehend von W W^ . Q, zum Punkt R gelangen ; die beiden 
Punktpaare P Q und W" PT, können also miteinander ver- 
' t werden. 



!o 20. Harmonische Punkte. Auf den in den Nummern 18 

nnd 19 gewonnenen Ergebnissen werden die folgenden Sätze 
aufgebaut; es ist daher nötig, diese Ergebnisse in einem 
knappen, für die Anwendung bequemen Ausdruck zusammen- 
zufassen. Zn einem solchen Ansdrnck gelangen wir mit 
Hülfe der 

1. Definition: Zwd Diagonalpunkte eines Vierecks 
und diejenigen beiden Punkte ihrer Verbindungslinie, welche 
auf den G-egens&ien des dritten IXagonalpunktes liegen, 
heifsen vier harmonische Punkte; sie bÜden, icie man auch 
sagt, einen harmonischen Wurf^^'^'^. 

Ein harmonischer Wurf besteht aus zwei gleichartigen 
"*' Punktpaaren PQ und I^'TT ■ wir bezeichnen ihn durch 
PQ.WW^ oA.&rWW^.QP usw. 

Die Ergebnisse von 18 nnd 19 können wir jetzt so 
aussprechen : 

2. Lehrsatz ; Durch ein Punktpaar und einen Punkt 
ist der vierte liarmonische Punkt bestimmt 

oder 

Stimmen zivei harmonisclw Würfe in mtem, Punkt- 
paar und einem Punkt i^erein, so stimmen sie auch im 
vierten Punkt überein. 

In Zeichen: Wenn PQ.WW^ nnd W..W.PQ 
zwei harmonische WUrfe sind, so fJillt W^ in W^. 

äi 21. Harmonische Strahlen. Die folgende Konstruktion : 
Wir verbinden den Punkt S mit dem Punkt A und bestimmen 
den Schnittpankt A^ dieser Verbindungslinie S A mit einer 
Gerade t^, beschreiben wir kurz mit den Worten: Wir pro- 
jizieren (vgl. 11} den Punkt A aas dem Punkte S auf die 
Gerade ( . 
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§ 2. Harmonische Elemente. Nr. 20—21. 19 

Wenn wir nun die vier harmonischen Punk;te""'*.4Ö.(7i> 
aus irgend einem Punkte S auf die beliebige Gerade t^ pro- 
jizieren, 80 bilden A^ 5, . (7, D^, wie wir beweisen wollen, 
wieder einen harmonischen Wurf, Zunächst beweisen wir 
den Satz aber nicht für eine beliebige, sondern für eine 
durch den Punkt If gehende Gerade. 

Wir projizieren {Fig. 14) den Punkt C^ aus A auf S (B) 
und aus ß a\iiS(A). Bezeichnen wir den Schnittpunkt 
von Cj A und S (B) durch B, den Sehnittpnnkt von C, B 
und 5 (A) durch A, so bilden .^o 

S Ci A B ein Viereck, von r\ 

dem A und B zwei Diagonal- / U 

punkte sind, während eine *r\~SOsB 

Seite des dritten Diagonal- . / '''^^^^5~~--„^ 

ponktes durch C geht; die j -■T'-A^^ — '^"^-^^^»^ 

Gegenseite A B niufs daher'^*''* / ,-' \ "'-X _,■■'" 

durch D gehen. Betrachten / / \ J,j^ 

wir nun das Viereck .-li?AB, / / ^."^ 

so sehen wir, dafs von diesem //' .^-''' 
C, und D zwei Diagonal- _d*^'^ 
punkte sind, während die i'ig- i+- 

Gegenseiten des dritten Diagonalpunktes S durch .1, und S, 
gehen ; ^j ßj . C, i> sind also'^"'' vier harmonische Punkte. ^ 

Wir wenden uns jetzt zu dem allgemeinen Fall; Wir 
projizieren also die vier harmonischen Punkte AB. CD 
ans 5 auf eine beliebige (nicht durch D gehende) Gerade t^ 
und behaupten, dafs A^B^. C^ D^ ebenfalls viej- harmonische 
Ponkte sind. 

Verbinden wir .1, and D und bezeichnen die Punkte, 
in denen diese Verbindungslinie von den Projektionsstrahlen 
S (B) nnd 5 (C) geschnitten wird, durch B' nnd C, so sind 
nach dem eben gefährten Beweise, weil A B . CD vier 
harmonische Punkte sind, auch A^ B' .C D vier harmonische 
Punkte; nnd weil .1, JT .C D vier harmonische Punkte sind, 
sind es auch A^ B^ . C, D^. Daher: 

1. Lehrsatz: Dnreh Projektion eines harmonischen 
Wurfes erhalten wir wieder einen harmonischen Wurf, 

Für manche Anwendungen ist es vorteilhaft, diesem 
Satz durch Einführung des Begritfes der harmonischen 
Strahlen eine andere Form zu geben. 
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2. Definition: Vier Slmhlen Iiei/sen harmonücJ), 
wenn sie durch vier harmonit^he Punkte gehen. 

3. Lehrsatz: Vier harmonisdie Strahlen trhnei'Un 
jede Gerade in rier karmomscJien Punkten. 

•.2 22. Harmonisehe Ebenen. 

1. Definition: Vier Ebenen eines Ebenenhlisehels'^' 
heifsen harmoniseli, wenn sie durch vier harmunisL'he 
Punkte gellen, 

2. Lehrsatz: Vier harmoni^tche Ebenen eines BOschels 
schneiden jede Ebene in vier harmonischen Strahlen. 

Beweis: Eine beliebig:e Ebene e^, die nicht dnich die 
Ächse'ä' g des EbenenbUschels geht, werde von den vier 
harmonischen Ebenen a ^i .yd des Büschels in den Strahlen 
«j bj . c^ d^ geschnitten; es ist zu beweisen, dafs a^ h^ . c, d^ 
durch vier harmonische Pnnkte gehen'-'''. 

Wir verbinden einen beliebigen Punkt S der Achse g 
mit den vier harmonischen Punkten A B .CD, durch welche 
nach der Voraussetzung die vier Ebenen a ß . y d gehen. 
Weil Ä A und a^ in der Ebene « liegen, so sehneidet S A 
den Strahl a^ in einem Punkte A^"''>; femer sehneiden die 
Verbindungslinien SB, SC, SD die Strahlen h^ c, d^ in 
Sj Cj Dj. Diese vier Pnnkte Ä, ß, , C, -0^ sind harmonisch, 
weil sie die Projektion des harmonischen Wurfes AB. CD 
bilden**'''. — 

3. Lehrsatz: Die vier Ebenen, durch welche vier 
harmonische Strahlen aus einem beliebigen Punkte 
projiziert werden, bilden einen harmonischen Wurf. 

Beweis: Die vier Ebenen, welche den beliebigen Punkt T 
mit den vier harmonischen Strahlen ab .cd des Mittel- 
punktes S verbinden, gehören dem EbenenbUseliel mit der 
Achse TS an. Nach der Voraussetzung gehen ah.ed 
durch vier harmonische Punkte**'*' AB. CD; durch diese 
gehen auch die vier Ebenen von TS. — 

4. Lehrsatz: Vier harmonische Ebenen gehneiden jede 
Gerade in vier harmonischen Punkten. 

Beweis: Wir legen dnreh die Gerade t, welche von 
den vier harmonischen Ebenen in den ['unkten AB .C D 
geschnitten wird, eine beliebige Ebene e. Diese wird*-äs' 
von den vier harmonischen Ebenen in vier harmonischen 
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Strahlen ab .cd geschnitten. Da diese vier liarmonischen 
Strahlen durch AB. CD gehen, so sind AB. CT) vier 
harmonische Punkte'^'-'. 

23. Harmonische Elemente. Haben wir die beiden har- ss 
moniechen StrahlenwUrfe iiq.w w^ und pq.w w^, die in den 
drei Strahlen j^qiv übereinstimmen, so müssen sie auch im 
vierten Uhereinstimmen ; denn die beiden harmonischen 
Pnnktwürfe FQ . WW^ ond PQ.WW^, in denen eine be- 
liebige Gerade von uiisern beiden harmonischen Strahlen- 
würfen geschnitten wird'^'"', sind identisch*^"'*. 

Da sieh dasselbe von zwei hannonisehen EbenenwUrfen, 
die in drei Ebenen übereinstimmen, aussagen läfst, so ist 
der Satz Nr. 20g nicht blofs für Punkte, sondern für alle 
Elemente gtlltig: 

Ifarch ein Elementenpaar und ein Element ist das 
vierte liarmonüche Element bestimmt. 

24. Hapmonlsehe Punkte eines Vierecks. Bilden 2* 
wir aus den vier harmonischen Punkten PQ.WW^ die 
drei Würfe 



PW.Q W^; FW^.Q W; FQ. 



WW,, 




so mufs einer und nur einer dieser drei Würfe elliptisch 
sein»"). 

Wäre dieser Wurf F W. Q W^ 
(Fig. 15), so mtlfate, wenn wir 
ihn ans A auf A B projizierte«, 
A R.B W^ ein elliptischer Wurf 
sein»'''; gleichzei% niüfate, wie 
wir durch Projektion des Wurfes 
PW.QW^ an8rerkennen,Bi;.AlFj^ 
ein elliptischer Wurf sein. Da 
dies nicht möglich ist''"'', so kann 
FW.Q W^ kein aus zwei getrennten Punktpaaren be- 
stehender Wurf sein. 

Ebenso überzeugt man sich davon, dafs auch F iV^^.QW 
kein elliptischer Wurf sein kann. Daher besteht der Wurf 
FQ, W W^ aus zwei getrennten Punktpaaren '^"'J: 

1. Lehrsatz: Die beiden Punktpaare, die einen kar- 
monisclwn Wtvrf bilden, trennen, ehuxmier. 



W Q 
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Aus diesem Lehrsatz ergiebt sich'^"!' mit Hülfe der in 
Nr. HZ eingeführten Auadrneksweise : 

2. Je zwei ßiagonalpunkte eines Vierecks werden 
durch die beiden Gegenseiten des dritten Diagonalpunktes 
harmonisch getrennt. — 

Aus der Fig. 15 ergiebt sieh noch durch Projektion 
des harmonischen Wurfes P Q . W W, aus A (oder T) auf 
die Viereeksseite A B, dafs AB . li W^^ ein harmonischer 
Wurf istlä'i): 

3. Je zwei Ecken eines Vierecks, der in ihrer Ver- 
bindungslinie liegende Diagonalpunkt und die zu- 
geordnete*'^ ^' Diagonallitiie bilden einen harmo- 
nischen Wurf. 

is 2ö. Harmonische Strahlen eines Viepseits. Wir be- 

^ trachten ein Vierseit äa ßy (Fig. 16) 

A mit den Gegenecken .4 A^ . BB^ . CC, . 

'-/ ■ l\ Zviei Paai- Gegeneeken, z. B. A A^ 

/yil\ iiid S5j, lassen sieh als die Ecken 

"^Vu. .' y \ einesViereeksanffassen, von welchem 

/ y^^)t^, \k ^as dritte Paar- Gegeneeken CC, 

A^;A^wC;;£,,\ zwei Diagonalpankte sind; die Dia- 

J^C^—.'!)iL'.^.Syi7^ gonallinien j) und ^ sind die Gegen- 

^ "^ ' ■'* Seiten des dritten Diagonalpunktes. 

^'^' ^^- Wir können daher den Inhalt von 

Nr. 24^ auch vermittelst des Vierseits ansdrüeken: 

1. Je zwei IHagonallinien eines Vierseits werden durch 
die beiden Gegenecken der driüen Diagonallinie harmimiseh 
getrennt. 

Weil, wie wir eben sahen, CC^.QP (Fig. 16) vier 
harmonische Punkte und daher ihre Verbindungslinien mit 
A vier harmonische Strahlen'-'^' sind, so haben wir: 

2. Je zwei Seiten eines Viereeits, die durch ihren 
Schnittpunkt gehende Diagonallinie und der zugeord- 
jietgU« z) Diagonalpunkt bilden einen harmonischen Wurt 

!6 26. Konstruktion des vierten haFmonischen 
Elementes. 

1. Aufgabe: Ben von einem gegebenen Punkte durch 
ein gegebenes Punktpaar harmonisch getrennten Punkt 
:u zeichnen. 
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g 2. Harmomsche Elemente. Nr. 25—27. 23 

Die Aufgabe : Den von W durch P und Q harmonisch 
getrennten Punkt {W^) zu zeiehnen, ist in Nr. 17 bereits 
gelöst. — 

2. Aufgabe : i?en von einem gegebenen StraJil durch 
ein gegebenes Straldenpaar harmonisch getrennten Strahl 
SM zeichnen. 

Die Zeichnung, die sich durch duale Übertragung'''' aus 
Nr. 17 ableiten läfst, wird dem Lernenden überlassen. 

Eine andere Lösnng ergiebt sich dadurch, dafs man 
die drei gegebenen Strahlen durch eine beliebige Gerade 
sehneidet und zu den drei Schnittpunkten den vierten har- 
monischen Punkt zeichnet. — Aneh die Austuhmng dieser 
Zeichnung wird dem Lernenden empfohlen. 

Ztisatz. Verfolgt man die Konstruktion'^^' für den Fall, ? 
dafs der Punkt Q in den Punkt P fällt, so erkennt man, 
dafs die Punkte A und B mit jf-* zusammenfallen; daher fällt 
auch Wj in P. — Lälfst man den Punkt W ir Q fallen, 
80 fällt A in A imd B in T, der Punkt W^ also in Q. 

Ähnliches ergiebt sich für die duale 2. Aufgabe. Daher: 
Wenn eins von vier Jtarmonischen Elementen mit einem 
zioeiten siimmmenfäüt^ so fällt es auch noch mit einem 
dritten zusammen. 

27.* Mittelpunkt und uneig-entlichep Punkt einer 21 
Strecke. Die Geometrie der Lage hat vor der Planimetrie den 
grofsen Vorzug, dafs sie ihre Sätze immer in der allgemeinsten 
Form gewinnt, so dafs sieh viele planimetrische Sätze als 
besondere Fälle aus den Sätzen der Geometrie der Lage 
ablesen lassen. Wir beweisen daher in dieser und der 
folgenden Nummer zwei Sätze, die wir später bei der Ab- 
leitung planimetrischer Sätze vielfach verwerten werden. 

Anfgabe Den Punkt einer Strecke zu finden, der 
von dem nneigenthehen'" Punkte durch die beiden 
Endpunkte harmonisch getrennt ist. 
Lösung: Wenn P und Q (Fig 17) die Endpunkte der 
Strecke sind und 11 y. der uneigentliche Punkt, so legen 
wir"''' durch P zwei beliebige Strahlen, die von einem be- 
Uebig durch W^ gelegten Strahl, d. i.<" von einer be- 
liebigen Parallele zu P Q, in A und r geschnitten werden. 
Treffen die Verbindungslinien Q V und Q i die durch P 
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gelegten Strahlen in A und B, so schneidet A B die Strecke 
F Q m dem vierten harmonischen Pnnkte W. 

Wir behaupten, dafs der gezeichnete vierte harmonische 
Punkt W der Mittelpunkt von P Q iet. — Sehen wir zn- 
nächst A und dann B als Strahlen- 
mittelpunkt an, so haben wir nach 
einem Satze der Proportionslehre 
WF:Rti = WQ:Iir 
WP:Rr = Wq:RL. 
folglieh durch Multiplikation WF^ 
^ WQ-. Daraus folgt entweder 
WP^WQ oAer WP=.—WQ. 
Wäre WF^WQ, so fielen P und Q zusammen. Es ist 
daher WP=~WQ, d. h, W ist der Mittelpunkt von PQ. 
Das Ergebnis sprechen wir aus in dem 

1. Lehrsatz : Die Endpunkte, der Mittelpunkt und der 
uneigeniMche Punkt einer Strevke sind vier harmonische Pankte. 

Da dnrch drei Punkte der vierte harmonische bestimmt 
ist <*"■', so läfst sieh dem vorstehenden Satze die Form geben: 

2. W enn von vier liarmontsclien Punkten der eine 
der uneigentUc/ie (der Mitteljmnkt) ist, so ist der zugeord- 
nete der Mittelpunkt (der uneigentliche). 

s 28*. Zwei Strahlen und die Halbierungslinien ihpep 
Winkel. 

1. Zioei Strahlen und die Halbierungdinien der beiden 
von den Strahlen gebildeten Winkel bilden einen Imrmonisclien 
yurf. 

I und b (Fig. 18) seien die beiden Strahlen 
und c und d die Halhierungs- 
' linien der dureh a und h bestimm- 

ten Nebenwinkel. Wir verbinden 
einen beliebigen Punkt C der Hal- 
bierungslinie i: mit dem uneigentiiehen 
Punkte D g^ der zweiten Halbierungs- 
linie d und bezeichnen die Punkte, 
in denen diese Verbindungslinie die 
Strahlen a und b sehneidet, durch A 
und B. Weil die Halbierungslinien 
c, und (/ aufeinander senkrecht steten, 
so ist -ii S C ,4 = S C B und daher 
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Dreieck SCA'^SCB, folglieh AC^C'B. Ea sind 
also (^^'"i A B . C Z> ^ vier harmonisclie Punkte nnd folglich <2'<> 
ab. cd vier liarmonisehe Strahlen, — 

Da dnrch drei Strahlen der rierte harmonische bestimmt 
ist'^*', 80 läfst sich dem vorstehenden Satz auch die Form 
geben : 

2. Wenn von vier Itarmonüchen StraliUn ab .cd der eine 
c den Winkel a b liaUnert, so halbiert der c zugeordnete 
Strahl d den Nebemoinkel von ab. — 

3. Wenn zwei zugeordnete Strahlen eines harmoniscJien 
Wv/rfes aufeinander senkrecht stehen, so halbieren sie die von 

den beiden andern zugeordneten Strahlen gebildeten Winkel. 
Beweis: Verbinden wir wieder einen helicbigen Pankt 
C (T"ig. 18) des einen der beiden senkrecht anfeinander- 
stehenden Strahlen c und d mit dem unendlich fernen Punkt 
X'q^ des andern, so sind, weil ab. cd nach der Voraus- 
setzung harmonische Strahlen sind, AB .G D ^ vier har- 
monische Punkte <'^'''. Mithin ist C der Mittelpunkt von A B 
i*i-»nnd daher Dreieck 5 6M ^ SC-B, folglich ^ac^cb. 



§ 3. Projektive Verwandtschaft gerader 

Gtrundgebilde. 
29. Homologe Elemente in zwei geraden Grund- -^ 

gebilden. In Nr. haben wir die einfachste Art, die Elemente 
eines Strahlenbüschels nnd einer Punktreihe einander zu- 
zuordnen, kennen gelernt; Wir wiesen jedem Strahl a des 
Büschels S den Punkt A der Punktreihe 8 zu, in dem s 
von a geschnitten wird. In Nr, 7 lernten wir dann z. B. zwei 
Strahlenblischel Ä und S, aufeinander bezichen: Wir nahmen 
eine Punktreihe s zu Hülfe und wiesen die Strahlen von 
S und Sj einander als homolog z«, die durch denselben 
Punkt von s gehen. 

Diese in Nr. 6 imd 7 gelehrte Zuordnung zweier ge- 
raden Grundgebilde '^' könnten wir die direkte nennen zum 
Unterschied von der folgenden, 
bei welcher wir, um zwei bei welcher wir, um zwei 



Strahlenblisehel 5 nnd S^ auf- 
einander zu beziehen, einen 
dritten beliebigen Strahlen- 



Punktreihen s und Sj aufein- 
ander zu beziehen, eine dritte 
beliebige PonktreiheazuHtilfe 
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büseliel I zu Hülfe nehmen 
Bud diesen nach 7 vei-mittelst 
einer beliebigen Puiiktreihe s 
auf S und vermittelst einer 
zweiten beliebigen Punktreihe 
auf S, bcziflien. 



nehmen und diese nach 7 
vermittelat eiues beliebigen 
Strahlenbüschels S auf s und 
vermittelst eiues zweiten be- 
liebigen Strahlenbüschels S^ 
auf s beziehen. 




Dem Strahl a von S (Fig. 1 9) 
ordnen wir also einen Strahl 
0^ von S^ durch die folgende 
Konstruktion zu : Wir bestim- 
men den Schnittpunkt « («) 
=^ A und ziehen die Verbin- 
dungslinie I {A] ^ a; der 
Schnittpunkt Sj (a) = -1, wird 
daun aus Sj durch den a 
homologen Strahl a, projiziert. 



Dem Punkte von s (Fig. 20) 
ordnen wir also einen Punkt 
j4, von s^ durch die folgende 
Konstruktion 7-u : Wir ziehen 
die Verbindungslinie S (A) 
:^ a und bestimuien den 
Schnittpunkt a (a) ^ A; die 
Verbindungslinie S, (A) = a^ 
sehneidet dann s, in dem A 
homologen Punkte Ay 



1 Amnefkimg. Das Stadium der eben gezeichneten Figur 

wird uns von jetzt an ununterbrochen beschäftigen. Die 
vorstehende Konstruktion ist daher für verschiedene Lagen 
des Punktes I und der Hülfsgeraden s und Sj zu wieder- 
holen und insbesondere auch für den Fall einzuüben, dafs 
s durch Sj und n, durch S geht. 

m 3Ü. Projektive Verwandtschaft. Die früher '«■ ') 
direkt aufeinander bezogenen Gebilde nannten wir per- 
spektiv; für die nach unserm jetzigen '^"Verfahren auf- 
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§ 3. Projektive Verwand tsehaft gerader Grundgebilde, Nr. 30—31. 27 

einander bezogenen einförmigen Grrandge bilde wollen wir 
das Wort projeUiv einftthren. Da wir statt eines Strablen- 
bUsebels I zwischen S nnd S^ noch mehrere I, Ij . . ein- 
sehalten könnten, so geben wir fttr das Wort projektiv die 



L. Definition: Zwei gerade Grundgebüde heifoen pro- 
jektivj wenn sie die Endglieder einer Kette von perspektiv 
Hegende^i Gebilden sind. 

Hat die Kette nur zwei oder drei Glieder, so sind die 
Endglieder in perspektiver Lage <"= "I. Die Perspektive 
Verwandtschaft ist also ein besonderer Fall der projektiven: 

2. Perspektiv liegendeGrundgebilde sind projektiv. — 
Ana der Definition folgt ferner: 

3. ^jid zwei gerade Grundgehilde einem dritten j<ro- 
jektiv, so sind sie auch einander projektiv. — 

Wenden wir den Satz '*' Über die Bewegung perspektiv 
zugeordneter Elemente auf die aufeinanderfolgenden Glieder 
einer Kette von perspektiv liegenden Gebilden an, so haben wir 

4. Durehiäuft ein Element ein einförmiges Grund- 
gebilde in einem bestimmten unveränderlichen Sinn, 
sodafs es nacheinander mit jedem Element des Gebildes 
zusammenfällt, so durchläuft das homologe Element ein 
projektiv zugeordnetesGmndgebilde in einem bestimmten 
unveränderlichen Sinn, sodafs es ebenfalls nacheinander 
mit jedem Element dieses Gebildes zusammenfallt. — - 

Wenden wir ebenso den Satz *"' über harmonische 
Strahlen und für den Fall, dafs auch Ebenenbüschel unter 
den Gliedern unserer Kette smd, den Satz f^-' über harmonische 
Ebenen auf die aufeinanderfolgenden Glieder der Kette an, 
so haben wir 

5. In ziod prc^ekUven Grundgebilden sind vier Ele- 
menten, die einen harmonischen Wurf bilden, vier Elemente 
homolog, die wieder einen harmoniecken Wurf bilden. 

31. Konstruktion zweier projektiven Grundgrebilde. si 
In Nr. 7 haben wir die Elemente zweier Grundgehilde, z. B. 
zweier Strahlenbüschel 5 und S^ , einander perspektiv zugeordnet, 
indem wir die Hiilfsfierade s willkürlich annahmen. Durch 
passende Wahl von s können wir nun eine Perspektive Ver- 
wandtschaft von der Art herstellen, dafs zwei gegebenen 
Strahlen a l von 5 zwei gegebene Strahlen a^ b^ von S^ 
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bomoiog sind : wir brauchen nur als Hülfagerade s der Per- 
spektiven Zuordnung die Verbindungslinie derjenigen beiden 
Punkte za nehmen, in denen sieh die Strahlen a a^ und die 
Strahlen h t, schneiden. 

In Nr. 29 haben wir die Strahlen zweier Strahlenbilachel 
S und S, einander projektiv zugeordnet, indem wir den Punkt 
I und die Geraden s und s, willkUtlicli annahmen. Wir 
wollen jetzt zeigen, dafs wir dnrch passende Wahl von Z s Sj 
eine projektive Verwandtschaft von der Art herstellen können, 
dafs drei gegebenen Strahlen ahe von S drei gegebene 
Strahlen a, l, c, von S^ homolog sind. 



Aufgabe: Zwei SlTahlen- 
buscJtd projektir so auf ein- 
ander zu beziehen, da/e drei 
gegebenen S^^hlen des einen 
Büseftels drd gegebene des 
andern Jioinolog sind. 

Allgemeine Lösung: Die Zu- 
ordnung soll so erfolgen, dafs 
den Strahlen a b c (Fig. 21) des 
einen BUachels S die Strahlen 
a b^ c^ des andern Büschels 
5j homolog sind. — Wir legen 




durch den Schnittpunkt zweier 
homologen Strahlen, Z.B, durch 
<x a, ^ A, zwei beliebige Ge- 



Aufgabe ; Zwei Punktrei/ien 
projekäv so aufeinander zu be- 
zie/ten, dafs drei gegebenen 
Punkten der einen Reilie drei 
gegebene der andern . 



Allgemeine Läsunt/: Die Zu- 
ordnung soll 60 erfolgen, dafs 
den Punkten ABC (Fig. 22) 
der einen Reihe s die Punkte 
A^ B^ C^ der andern Reihe 
s^ homolog sind. — AVir wählen 




auf der Verbindungslinie 
zweier homologen Punkte, 
z. B. auf A A,=a, zwei be- 
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^ 3. Projektive Verwamltschaft aperader Grund gebil de. Nr. 31. 29 



raden s nnd s^, ziehen die 
Verbindnngslinie/? der Schnitt- 
punkte s [b) und s^ (i|) und 
die Verbindungslinie y der 
Schnittpunkte s (c) nnd s^ (c^ ) 
und bestimmen den Schnitt- 
punkt ßy^T. Beziehen wir 
dann S und I vermittelst s, 
und I und -5, vermittelst s, 
auf einander '"', so erhalten 
wir die verlangte Zuordnung 
der Strahlenbüschel S undS^. 
— Ist z. B. d ein beliebiger 
Strahl von S, so bestimmt der 
Schnittpunkt s (d) in Z den 
Strahl Ö und der Schnittpunkt 
s, (ö) in S, den gesuchten 
homologen Strahl <fj. ^ 

Besondere Lösungen: Unter 
den verschiedenen Lagen, die 
man den durch A ^= a«, gehen- 
den Hülfsgeraden s und Sj 
geben kann, sind zwei von 
besonderer Wichtigkeit : 

1. s und s, fallen mit den 
Geraden ausaramen, die A mit 



liebige Punkte S nnd S^, be- 
stimmen den Schnittpunkt B 
der Verbindungslinien S {B) 
and 5j (S,) und den Schnitt- 
punkt r der Verbindungslinien 
S {C) und S, [C.) und ziehen 
die Verbindungslinie Bf =a. 
Beziehen wir dann s und ff 
vermittelst S, und a und s^ 
vermittelst Sj auf einander ">, 
so erhalten wir die verlangte 
Zuordnung der Punktreihen s 
und Sj. ^Ist z, B, B ein be- 
liebiger Punkt von s, so be- 
stimmt die Verbindungslinie 
S {D) in <f den Punkt Ä und 
die Verbindungslinie S, (A) 
in i^ den gesuchten homologen 
Punkt i>,. — 

Besondere Lösungen: Unter 
den verschiedenen Lagen, die 
man den auf a^= AA^ lie- 
genden Hülfepunkten S und 
Sj geben kann, sind zwei 
von besonderer Wichtigkeit; 

1. S und Sj fallen mit den 
Punkten zusammen, in denen 
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den Selmittpnnkten derbeiden 
andern Paare von homologen 
Strahlen i6, und cc, verbinden 
(Fig:. 23); 

2. 3 fällt mit der Verbin- 
dnngslinie A S, = a, und s. 
mit der VerbiudangsÜnie A S 
= a zusammen (Fig. 25). 



a von den Verbindungslinien 
der beiden andern Paare von 
homologen Punkten .SS, und 
C Cj geschnitten wird (Fig. 24) ; 
2. S fällt mit dem Schnittr 
punkt ß s, ^ <4j und S^ mit 
dem Schnittpankt a s r= A kh- 
sammen (Fig. 26). 




L Anmerkunii. Der Lernende darf nielit unterlassen, die 

Zeichnungen xii diesen Lösungen selbständig auszuführen 
und sie mit den Fig. 23 — 25 zu vergleichen; wir werden 
von den besondem Lösungen öfter Gebrauch macheu als 
von der allgemeinen. 

a 32. Fundamentalsatz. Unser nächstes Ziel ist, zu be- 
weisen, dafs die durch die vorhergehende Konstraktion >^" 
hergestellte projektive Venvandtsehaft von der Wahl der 
Htllfsgeraden und Hülfspunkte unabhängig ist, dafs wir also 
immei- dieselbe Zuordnung in den Grandgebilden erhalten, 
wie wir auch Htllfsgeraden nnd Hälfspunkte wählen mögen. 
Um diese Behauptung z. B. für zwei Punktreihen s und s^ 
zu beweisen, haben wir zanücbst zwei projektive Punktreihen 
zu betrachten, die denselben Träger haben, mit andern 
Worten, den besoudem Fall zu behandeln, dafs die beiden 
Geraden s und s, zusammenfallen. Sind also ABC irgend 
drei Punkte von s und ^^,5, C\ drei Pnnkte derselben 
Gerade «, so haben wir eine projektive Verwandtschaft her- 
zustellen, in der den Punkten ABC die Punkte A^ B C, 
homolog sind. Wir erreichen dies, indem wir eine beliebige 
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g 3. Projektive Verwandtachaft gerader Gvuadgebilde. Nr. 32. 31 

Gerade ■^' zn Hülfe nehmen, auf dieser drei beliebige Punkte 
A' B' G wählen und nun i^u die Puuktreiheu s und «' projektiv 
Bo aufeinander beziehen, erstens dafs den Punkten ^ .B C die 
Punkte A' B' G homolog sind, und dann zweitens so, dafs 
den Punkten A^ B C, die Punkte A' B' G homolog sind. 
Auf diese Weise erhalten wir in s zwei projektive '^''=* Punkt- 
reihen der verlangten Art. 

Wir wenden uns jet/t dem hesondern Fall zu, dafs es 
in den beiden in « konstruierten projektiven Pnnktreihcn 
drei Punkte giebt, die mit ihren homologen zusammenfallen. 
Bezeichnen wb diese der Reihe nach durch KLM (Fig. 27), 
so setzen wir also voraus, dafs ^ mit Ä,, i mit T^,, M mit 

M^ zusammenfällt. jr b r- n r nf T 

Durchläuft nun X < ^ Y — | — i 4i— 1 — 

die erste Punktreihe ' ' f^i ■ ■ i 

in dem uuveränder- ^'b- '^■ 

liehen Sinn KLM, so durchläuft '^"'l sein homologer Punkt 
X^ die zweite Punktreihe in dem Sinn -AT, X, j¥, , d.i., weil 
KLM mit K^L^M^ zusammenfallen, in demselben Sinn 
wie X Bei dieser Bewegung fällt der Punkt X nach der 
Voraussetzung dreimal mit seinem homologen zusammen. 
Wir wollen zeigen, dafs et immer mit seinem homologen 
zusammenfällt; zunächst aber beweisen wir nur, dafs er un- 
endlich oft mit seinem homologen zusammenfällt. 

Ist nämlich N der von M durch K und X harmonisch 
getrennte Punkt, so wissen wir*'"»', dafs denPnnkten-ff X. iH jV, 
die einen harmoniselien Wiu^ bilden, vier l^ikte homolog 
sind, die wieder einen hai-monisehen Wurf bilden. Zeichnen 
wir also den von iVf, durch iT^ undX^ harmonisch getrennten 
Punkt iVj, so ist dieser dem Punkt N homolog. Da aber 
unsere beiden harmonischen Würfe -ffX.JiJV und ff, L^ . M^A\ 
in drei Punkten übereinstimmen, so fällt A', iniVläi>»). Ebenso 
können wir beweisen, dafs der von M durch K und N har- 
monisch getrennte Punkt mit seinem homologen zusammen- 
fällt nsw. — 

Wir folgen nun dem Punkte X, während er sich im 
Sinn KLM von K nach X bewegt. In K fällt er noch 
mit dem homologen zusammen; würde er also auf diesem 
Wege in einem folgenden Punkte U nicht mehr mit seinem 
homologen zusammenfallen, so müfste er sich beim Über- 
schreiten eines vor U liegenden Punktes P (vielleicht schon 
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gleich in K) von seinem homologen getrenüt haben; beider 
weitern Bewegung, also hinter U, wllrde er wieder mit seinem 
homologenzusararaenfallen, etwainQ(niÖgIieherweiseeratin/-). 
Das Ergebnis ist: In den Punkten /* imd Q (die aneh 
mit K und L Äusamiiienfallen künnten) fällt X mit seinem 
homologen zusammen; während seiner Bewegung von P nach 
<^ aber nicht. Das ist jedoch unmöglich. Zeichnen wir 
nämlieh den von M durch F und Q harmonisch getrennten 
Punkt W, so fällt dieser, wie wir im ersten Teil unseres 
Beweises gesehen haben, mit seinem homologen zusammen; 
der Punkt X gelangt aber nach W, bevor er Q erreicht; 
denn die Punktpaare des harmonischen Wurfes P Q . MW 
trennen einander 'ä^il, — Der Punkt X fällt also auf dem 
Wege -ffZ stets mit seinem homologen zusammen. — 

Um einzusehen, dafs ein beliebiger Phnkt V von K' L 
'^* mit seinem homologen zusammentallt, zeichnen wir den 
von V durch K und X harmonisch getrennten Punkt. Da 
dieser ein Punkt von KL ist'^*'', so fällt er, wie wir eben be- 
wiesen haben, mit seinem homologen zusammen; folglich 
auch V (ä*i'. 

Lehrsatz: Wenn zwei projektive Punktretlten drei 

Punkte entsprechend gemein hahen, so haben de jeden 

Punkt entsprechend gemein. 

^ 33. Kennzeichen der Identität zweier projektiven 
GPand^ebilde. Der vorstehende Satz läfst sich auf alle Gnmd- 
gebilde übertragen. Wenn z. B. in zwei projektiven Ebenen- 
bUsehein, die eine gemeinsame Achse haben, drei Ebenen 
X Kfi mit ihren homologen x.^ l^ ft^ zusammenfallen, so werden 
in einer beliebigen Gerade zwei zu den beiden Ebenen- 
btlscheln "W'> und daher zueinander '^""^ projektive Punktreihen 
ausgeschnitten, die drei Punkte und folglieh jeden Punkt <^^> 
entsprechend gemein haben; die beiden EbenenbUschel haben 
daher auch jede Ebene entsprechend gemein. 

1. Wenn swei projektive Grundgebilde drei Ekmente 

entsprechend gemein liaben, so haben sie jedes Element 

entepreeJiend gemein. 

Aus diesem Satz ergiebt sich, dafs die Konstruktion'"', 
durch welche wir zwei Grundgebilde s und s, projektiv so 
auf einander bezogen, dafs den Elementen ABC die Ele- 
mente Aj^ B^ C^ homolog wurden, trotz der Willkür in der 
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§3. Projektive Verwandtschaft gerader Grundgebilde, Nr. 33— 34. 33 

Wahl der benotzten Hiilfsgeradcn und Hiilfspnnkte eine ein- 
deutige ist. Würden wir nämlieh die Konstruktion mit 
andern Hulfsgeraden und Hälfspuntten wiederholen, so 
wtlrden wir in s^ zwei projektive'ä"!) Grundgehilde erhalten, 
die die drei Elemente A^ B^ C^ and daher jedes Element 
entsprechend gemeinsam hätten, also identisch wären. Daher: 
2. Die projektive Verwandtschaft zwisclien zwei ein- 
förmigen Gntndaefnlden ist durch drei Paar homologe 
Eleynente bestimmt. 

Zusatz. Das Zeichen fUr die projektive Verwandtschaft z 
iat Ä (gelesen: projektiv za). Die Tbatsache, dafs die 
Gmndgebilde s und s, projektiv so acfeiuander bezogen 
sind, dafs den Elementen AB C . .DE F ... die Elemente 
Aj Bj Cj . . Dj^ Ej F^ . . . homolog sind, drücken wir also in 
Zeichen aus durch 

ABC..DEF...7^A^B^C^ . . D^E^ F^ . . . 
oder auch kurz dureli s/\#^. — 

1. Aus ABCDJ^^ABCE 

folgt "^^i', dafs das Element D mit dem Element E za- 
sanimenfälit. — 

2. Aus ABCDy^yA^B,C,D^ und 

ergieht sich, weil wir die projektive Verwandtschaft als be- 
stimmt'^^' durch die drei Elementenpaare AA^, C C^, D D^ 
ansehen können, 

ABCDE^A^B^ C, D^ Z, oder auch 
ABDEäA^B^ Z?, Zj- 

3. Ist ferner noch 

CDEFX Ci D^ £, F^, so ist auch 
ABCDEFäA, B^C^D^E^F^ und 
ADEF^^A^ i>, 7i; Fj u, s. w. 

34. Kennzeichen der Perspektiven Lagre zweier pro- 3^ 
jektiven Grundgebilde. In Nr. SO^ haben wir bereits be- 
merkt, dafs die perspektive Verwandtschaft ein besonderer Fall 
der projektiven ist; es handelt sieh jetzt darum, ein Kenn- 
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zeielien dafür zu finden, wann zwei projektive Gebilde in 
perspektiver Lage sind. In Nr. 8 sahen wir, dafs in zwei 
Perspektiven Grundgebilden das beiden Trägern gemeinsame 
Element sich selbst homolog ist. Es läfst sieh nun um- 
gekehrt zeigen : 



Wenn zwei jirojekHm Strah- 
lenbüschel die Verbindungslinie 
ihrer Mittelpunkte entapredtend 
gemein Jiaben, so sind sie in 
perspektiver Lage, mit andern 
Worten''% so sind sie Scheine 
einer und derselben Punkt- 
reihe. 



Wenn zwei projektive Punkt- 
reiken den Schnitl/punkt ihrer 
Träger entsprecliend gemein 
haben, so sind sie in per- 
spektiver Lage, mit andern 
FTorten*^', so dnd sie Schnitte 
eines und desselben Strahlen- 
büschels, 



Beweis: (Von Jetzt an beschränken wir uns auf die 
Anführung der dualen*") Sätze und überlassen es dem 
Lernenden, die Begründung dieser dualen Sätze selbst abzu- 
leiten.) Die Verbindungs- 
linie a (Fig. 28)der Punkte A 
und B, in denen zwei be- 
liebige Strahlen a und b 
des ersten Btisehels 5 von 
den homologen Strahlen 
ffl^ und ö, des zweiten 
Büschels S^ geschnitten 
werden , möge von dem 
den beiden Büscheln ge- 
meinsamen Strahle S S^ 
^= m (m^) in M geschnitten 
werden. Bezeichnen wir 
ferner die Punkte, in denen 
5ie- °s. ff von cd. . . geschnitten 

wird, durch r Ä . . .; die 
Punkte , in denen a von c^ d^ . .. geschnitten wird , durch 




A B M r A . . . A a J m c d . . . X «^ ^j m^ Cj (^^ . . . 7\ A B M Tj Ä, . . . 

Folglich fallen r und Tj, A und Ä^ . . . zusammen (^^ z i)_ 
Die beiden Strahlenbftsehel S und S^ sind also Scheine der 
Punktreihe a. 
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§ 3. Projektive Verwandtschaft gerader Grund gel il de. Nr. 35. 35 

In Zeichen: Aus 
abc..m....7\'^yK'^i-- 
folgt, dafs die Schnittpunkte 
aoy, i\, c Cj . . . in einer 
Gerade liegen. 



In Zeichen: Ans 
ÄBC..M...äA^B^C^..M... 

folgt, dafs die Verbindnngs- 
linien A A^, B B^, C C^ . . . 
durch einen Punkt gehen. 



35. Einsehalten von Perspektiven Gliedern zwischen s 
die projektiven Endglieder einer Kette. 



1. Lehrsatz: Zwei pro- 
jektive Ponktreihen , deren 
Träger nicht zusammenfallen, 

lassen sich durch Einschalten 
einer Punktreihe, deren Träger 
eine beliebige Gerade ist, in 
Perspektive Lage bringen. 



1. Lehrsatz: Zwei projek- 
tive StrahlenbUschel , deren 
Mittelpunkte nicht zuaammen- 
fallen, lassen sieh durch Ein- 
seh alten eines StrahlenbU seheis, 
dessen Mittelpunkt ein be- 
liebiger Punkt ist, in Per- 
spektive Lage bringen. 

Beweis: s und s, (Fig. 29) seien die Träger der beiden 
gegebenen projektiven Panktreihen und a eine beliebige 
Gerade, die s in 5 und s^ in C^ schneidet. Den Punkten 
B und C^ seien die Punkte B^ and C 
homolog, aufserdem sei A A^ ein be- 
liebiges drittes Paar homologer Punkte. 
Wird dann A j1, von a, B B^ und C C^ 
in A, S^ und 5 geschnitten, so sind 1, die 
durch AB C~/\kBC^ ins and o be- 
stimmten*^*'' projektiven Punktreihen, weil , 
B^sö ein sich selbst homologer Punkt 
ist. Schnitte des Strahlenbüsehels S*^« und 
2. die durch kB C ~/\ A^^ B^ C^ in a und 
s, bestimmten projektiven Punktreihen, 
weil C,=^ ffSj ein sich selbst homologer p. ^^ 

Punkt ist. Schnitte des Strahlenblisehels 
Äj. Durch die in a konstruierte Punktreihe ist also in der 
Tnat die Kette zwischen s und Sj geschlossen. — 

Fallen die Träger s und Sj zusammen, so hat man 
zuerst eine Gerade s' (vgl. 32) einzusehalten, auf der man 
drei Punkte A B' C so wählt, dafs sie perspektiv z\i ABC 
liegen ; die Punkfreihe A' B' C bezieht man dann vermittelst 
einer beliebigen Gerade ff, projektiv auf s^'*''. 
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2. LeliTsatz: Zwei projek- 
tive Punktreihen, deren Träger 
znsammenfalleo, lassen sieh 
durch Einachalten zweier 
Pnnktreihen , deren Träger 
beliebige Geraden sind, in 
Perspektive Lage bringen. 



2. Lehrsatz: Zwei projek- 
tive Strahlenbüsehel, deren 
Mittelpunkte zusammenfallen, 
lassen sieh dnreh Einsehalten 
zweier Strahlenbiisehel, deren 
Mittelpunkte beliebige Punkte 
sind , in Perspektive Lage 
bringen. 

16 36. Andere Methode des Einschaltens. Für die in 
Kr. 35 gelöste Aufgabe: Zwei projektive Grundgebilde als 
Endglieder einer Kette von Perspektiven Gebilden darzn- 
stellen, geben wir noch weitere Konstruktionen: zunächst 
für den Fall, dafs die beiden Träger s und s^ nicht zu- 
sammenfallen und dann in Nr. 37 und 38 für zwei zu- 
sammenfallende Träger. Trotzdem diese Konstruktionen als 
besondere Fälle in der allgemeinen Konstniktion von Nr. 35 
enthalten sind, ist es nötig, sie eingehend zu behandeln, da 
sie uns zu wichtigen Lehrsätzen fuhren. — 

Wir projizieren die Panktreihe s^ (Fig. 30) aus einem 
Punkte A, der in dem Träger s liegt, im Übrigen aber be- 
liebig ist; dann die Punktreihe s ans dem A homologen 




Punkte .d, von s^. Diese beiden projektiven Strahlenbiisehel 
A {A^ B^C^.. .) and A^(AßC.. .) sind, weil sie den Strahl 
A Aj^ entsprechend gemein haben, Scheine^*' einer und der- 
selben Punktreihe o. 
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Wir richten unser Augenmerk auf die Pnnkte P und 
Qj, in denen a und s, von g geschnitten werden. Die 
Skahlen Ä P und A^ P sind, weil sie durch denselben 
Punkt von a gehen, homolog; der Strahl Ä P niufs also 
den dem Punkte P homologen Punkt projizieren, d. h. der 
Schnittpunkt P^ = s \ ist dem Schnittpunkt P^ s ct homolog. 
Der Schnittpunkt s s, ist gleichzeitig ein Punkt von s ; be- 
zeichnen wir ihn als solchen durch Q, 80 ergiebt sieh in 
derselben Weise , dafs Q dem Schnittpunkte Q^^= a g^ 



Das Ergebnis ist, dafs die Htilfsgerade ff die Ver- 
bindungslinie derjenigen beiden Punkte P und Qj ist, die 
dem Sehnittpnnkte P, (Q) in den beiden Punktreihen von 
s nnd Sj homolog sind, dajs a also unabJiängig von der Wahl 
des heliebiff in s an^eiwmmmen Punktes A ist. Mit andern 
Worten : Wir erhalten immer dieselbe Gerade ff, ob wir von 
dem Punkte A oder irgend einem andern Punkte D aus- 
gehen ; auf der Gerade ff schneiden sich daher nicht nur 
A B^ und A^ B, A C, und A^C u. s. w,, sondern auch 
irgend zwei beliebige Strahlen I) E^ und D^ E. 

Nennen wir die Gerade P Q^, die die dem Schnittpunkte 
homologen Punkte verbindet, die Aehm der projektiven Ver- 
wandtschaft der Punktreihen s und s^ oder kurz die Pro- 
jektionsa^/ise, so haben wir den 

Lehrsatz: Die Gerade, wel- Lehrsatz: Der Punkt, in 

ehe einen beliebigen Funkt B dem ein beliebiger Strahl d 
der Punktreihe s mit einem des Strahlenbüschels S von 
beliebigen Punkte E^ der pro- einem beliebigen Strahl e^ 
jektiven Punktreihe sj ver- des projektiven Strahlen- 
bindet, sehneidet die Gerade, bUschels S, geschnitten wird, 
die die homologen Punkte liegt mit dem Punkte, in dem 
Bj und £ verbindet, in einem die homologen Strahlen di 
Punkte der Projektionsaehse. und e sich schneiden, in 
einem Strahle des Projektions- 
zentrums. 

Zusatz. Der Satz ^fst sich vom Begriff der projektiven a 
Verwandtschaft loslösen, indem wir ihn auf drei Punktpaare 
A Ai, B B^, CCi beschränken. Von diesen sechs Punkten 
mUssen ^ 5 C in einer Gerade s und A, B, d in einer 
zweiten Gerade s, liegen; im übrigen können sie gan» be- 
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Hebig sein. Unser Satz sagt dano aus, dafs die Ver- 
bindtmgslinieii AB^ und A^B; B C^ und 5i C; CM, 
nnd Ci A sich in drei Fnnkten einer Gerade schneiden. 

Nehmen wir die sechs Punlite als Eclcen eines ein- 
fachen ('«■*! Seehseclcs ABiCA^BCi, so sind die Ver- 
bindungslinien die Seiten dieses Beehs- 
eclcs. Bequemer wird die Übersicht, 
wenn wir (Fig. 31) die Ecken dieses 
Sechseclis der Beihe nach mit 12 3 
4 5 6 bezeichnen und folgende Namen 
einführen. 

"^ ^ l ^ Die Ecken 1 und 4, 2 und 5, 

^'^' ''* 3 and 6 heifsen Gegeneeken und die 

Seiten 12 nnd 45, 23 und 56, 34 und 61, die sieh am 
1 dem Schema 




12 3 4 5 6 

ergeben, heifsen Gegenseiten, Ferner wollen wir die Ver- 
bindungslinie zweier Gegeneeken eine Diagonallinie nnd den 
Schnittpunkt zweier Gegenseiten einen Diagonalpunkt nennen, 
so dafs sind 

Diagonallinien: 14; 25; 36; 

Diagonalpuukte : (23) . (56); (34) . (61); (12) . (45). 

Wir können demnach nnserm Satz die folgende Form 
geben : 



Erster SecJisechsatz. Liegen 
drei Ecken eines einfachen 
Sechsecks in einer Gerade 
und die Gegenecken dieser 
drei Ecken in einer zweiten 
Gerade, so liegen die drei 
Diagonalpunkte in einer 
dritten Gerade. 



Erster Sechsseifssatz. Gehen 
drei Seiten eines einfachen 
Sechsseits durch einen Punkt 
und die Gegenseiten dieser 
dreiSeiteu durch einen zweiten 
Punkt, so gehen die drei Dia- 
gonallinien durch einen dritten 
Punkt. 



;; 37. Das zweite Opdnungselenient einer ProjektivitÄt. 

Um zwei projektive Punktreihen, deren Träger s und s^ zu- 
sammenfallen, in Perspektive Lage zu bringen, haben wir im 
allgemeinen *ä^i) j^wei HUlfsgeraden s' and a^ nötig; in dem 
lern Falle aber, dafs es in dem gemeinsamen Träger s [s^] 
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einen J'unkt K giebt, der mit seinem homologen AT, zu- 
sammenfällt, genügt eine Gerade s': 

Wir legen dnreh den Punkt K (Fig. 32), der nach 
unserer Annahme mit seinem homologen K^^ zusammenfallt, 
eine beÜeliige Gerade s' und wählen auf dieser zwei be- 
liebige Punkte B' und C. 
Sind nun -SS, nodCC, 
irgend zwei Paare homo- 
loger Punkte des gemein- 
samen Trägers s (ä,), so 
ziehen wir die Verbin- 
dungslinien .SS' und CC\ 
-Sj B' und C^C; den 
Schnittpunkt der beiden 
ersten Verbindungslinien bezejclinen wir durch S, den 
Schnittpunkt des zweiten Paares durch S^. Es sind dann 
1. die durch KBC/^KB O in s und s' bestimmten (s»-' 
projektiven Punktreihen Schnitte des Strahlenblischela S'-^*> 
und 2. die dnroh Ä_B'Cä^S, C, in s' und s, be- 
stimmten projektiven Punktreihen Schnitte des Strahlen- 
biischels S^. Durch die in s' konstruierte Punktreihe ist 
also in der That die Kette zmschen « und s ge- 




Zu einem beliebigen Punkte I^ der ersten Punktreihe 
von s erhalten wir den homologen Z*, der zweiten, indem 
wir -D aus S auf «' ond den gefundenen Punkt D' aus S^ 
wieder auf s projizieren. 

Wenden wir diese Konstruktion auf den Punkt L an, 
in dem der Träger s von der Verbindungslinie SS, ge- 
schnitten wird, so erkennen wir, dafs der homologe Punkt 
i, mit Jj zusammenfällt. Es fällt also nicht blofs der 
Punkt K mit seinem homologen zusammen, sondern auch 
noch ein zweiter Punkt L. (Ein dritter Punkt kann nicht 
mit seinem homologen zusammenfallen'^^', weil nach unserer 
Annahme B nicht mit B^ zusammenfällt.) 

Das Ergebnis kleiden wir in Worte mit Hülfe der 
folgenden beiden Definitionen : 

1. Derinbegriff zweier projektiven geraden Grund- 
gebilde, die einen gemeinsamen Träger haben, heifst 
eine gerade Projektivität. 
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2. Ein Elemeot einer Projektivität, das mit seinem 
homologen zusammenfällt, helfet ein Ordmmgselement. — 

Da sieh der Satz, den wir für zwei Punktreihen be- 
wiesen haben, auf die übrigen Gmndgebilde übertragen 
läfatl^'), 80 haben wir: 

3. Hat eine gerade Projektivität ein Ordnungselement, 
so hat sie aiich noch ein zioeites. 

Ä Anmerkung. Die eben gelehrte Herstelinng der 

projektiven Verwandtschaft zwischen den beiden in »(sj 
liegenden Punktreihen können wir, indem wir die Projektions- 
centren in eckigen Klammem hinzufügen, in Zeichen kurz 
so beschreiben ; 

3s 38. Elemente, die sich zweifach entsprechen. Fallen 
die Träger s und s^ zweier projektiven Punktreihen zusammen, 
so haben wir jeden Punkt des gemeinsamen Trägers s (sj 
als einen zweifachen aufzufassen, da wir ihn entweder zur 
eisten oder zur zweiten Punktreihe rechnen können. Dem- 
entsprechend wollen wir jeden Pmikt des Trägers s (s,) 
durch zwei Buchstaben bezeichnen, z, B. durch ^(E,); wir 
können dann schon durch die Bezeichnung B oder £, an- 
deuten, ob wir den Punkt als Element der ersten oder als 
Element der zweiten Punktreihe ansehen wollen. 

Entspricht nun dem Punkte A der ersten Punktreibe 
der Punkt A^ der zweiten, so wird dem Punkte A^, wenn 
wir ihn zur ersten Punktreihe rechnen und dementsprechend 
mit B bezeichnen, ein Punkt S^ homolog sein, der im all- 
gemeinen nicht mit A zusammenfällt. Fällt aber der Punkt 
Bj in den Punkt A, so wollen wir sagen: 

Der Punkt A [B^) entspricht dem Punkte A^ [B) 
zweifach. 

Wir gehen jetzt zum zweiten besondern Fall der Auf- 
gabe tlber: Die Punkte zweier znsammenfeUenden Träger s 
and 8, projektiv so aufeinander zn beziehen, dafs den Punkten 
^ ö C die Punkte A^ B^ C, homolog werden, und zwar wollen 
wii' die Punkte ABC und A^ B^ C^ nicht beliebig annehmen, 
sondern von ihnen vorausseteen, dafs A und B , A^ und B 
zusammenfallen, mit andern Worten, dafs der Punkt A {B^) 
dem Punkt A^ (B) zweifach entspricht. 
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§ 3. Projektive VerwaniltscIiEift gerader GruBiigebilde. Kr. 38. 41 

Lösung: Wir legen dureh C^ (Fig. 33) die beliebige Ge- 
rade G und dnrch C die beliebige Gerade a^, welche a in r 
schneiden möge, Dareh A^^ (B) legen wir eine beliebige 
Gerade, die <f in B und a^ in A, schneidet. Damit haben 
wir ein Dreiseit mit den Seiten s(s^)aa^ nnd den Ecken 
rCC, gezeichnet; diesem Dreiseit ist das Dreieck A{Bj) 
B Aj eingeschrieben. 

Wir wollen nun 
die Träger s nnd a vermittelst des Strahlenbüschels A„ 
die Träger a und a^^ vermittelst des Strahlenbüschels A (5j), 
die Träger a^ nnd «j vermittelst des Strahlenbüschels B 
perspektiv aufeinander beziehen, was wir in Zeichen <" a) g^ 
andeuten : 




Bezeichnen wir noch den Punkt, in dem ff von A (S,) A^ 
geschnitten wird, durch A und den Pnnkt, in dem ff^ von 
A {B^j B geschnitten wird, durch B^, so können wir die vor- 
stehende Kette auch so schreiben: 

A ß C[A^] ^ A B r [^ (£,)] A A, B, r [B| Ä A -^i "^i- 
Zu einem beliebigen Punkte J) von s erhalten wir nun 
den homologen i?, von s^ dureh die folgende Konstruktion: 
Wir projizieren Z> aus A^ auf a, den erhaltenen Punkt, A 
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42 I. Der Kegelschnitt, 

aus A (Sj) auf o,. den erhalteüen Punkt A, aus B auf s^ ; 
in Zeichen: 

^ 5 6' i» A A B r A A A, B, r Ai A -4, -B^ C^ 2?^. — 

Die eben angegebene Konstruktion führt uns zu einem 
wichtigen Lehrsatz, wenn wir jetzt wieder zum Pankte Z>^. 
indem wir ihn zur ersten Punktreihe s rechnen und dem- 
entsprechend mit E bezeichnen, den homologen E^ suchen: 
Wir projizieren also E aus A^ auf a, den erhaltenen Punkt 
E ans A (S,) auf o^, den erhaltenen Pankt E^ ans B auf 
s^, sodafs wir haben: 
BAC^EIA^] ^ B A Cj E [^ (S,)] X B, A,CE, [B\^A-BCE^. 

Da das erste Glied B AC.E dieser Kette mit dem 
letzten Gliede J^ i?^ C^ D^ der vornergehenden Kette identisch 
ist, so haben wiriso>) ABCD^ABCE^; folglich Pszi) 
fällt E^ in D, mit andern Worten, der Punkt i>'(£,) ent- 
spricht dem Punkt D^iE) zweifach. Da DfE^) ein be- 
liebiger Punkt ist, so können wir das Ergebnis mit Hülfe 
des Begriffes der Projektivität f^''' so aussprechen: 

Wenn in einer geraden ProjekÜvität ein Element 
seinem, homologen zweifach entspricht, eo entspricht jedes 
Element seinem, Iiomologen zweifach. 

In Zeichen: Aus 

AA^C..F...XA,AC,..F. ... 
folgt 

AA^ CC^..FF^...XA^AC^C..P^F... 

In der Zeichensprache können wir auf die dop]ielte 
Bezeichnung eines und desselben Elementes einer Projek- 
tivität verziehten, da aus der Stellung des Elementes [vor 
oder hinter 7\) zn erkennen ist, ob es zum ersten oder 
zweiten Grnndgehilde zu rechnen ist. 
z Zusatz. Auch '='^> diesen Satz können wir von dem Be- 
griff der Projektivität loslösen, indem wir beachten, dafs 
nach unserer Konstruktion saa^ ein beliebiges Dreiseit nnd 
-1 B A, ein beliebiges diesem Dreiseit eingeschriebenes 
Dreieck ist und dafs wir, von dem beliebigen Punkte D 
ausgehend, nacheinander konstruiert haben AAj £E Ej. 
Fassen wir wieder diese sechs Punkte als die Ecken eines 
einfachen ('^ *' Sechsecks auf nnd bezeichnen sie der Reihe 
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§ 3. Projektive Verwaadtschaft gerader Grundgebilde. Nr. 39. 43 

nach durch 12 3 4 5 6, so erkennen wir (Fig. 34), dafs von 
diesem Sechseck saa^ die Diagonallinieu '^'^ ^'1 und AB A^^ 
die Diagonalpimkte sind. 




Zweiter Sechseckasatz. Wenn 
zwei Diagonalpunkte eines 
einfachen Seelisecks in den 
zugeordneten Diagonailinien 
liegen, so liegt auch der 
dritte Diagonalpimkt in der 
zugeordneten Diagonallinie, 



Nennen wir noch z. B. die Diagonaüinie 14 und den 
Diagonalpunkt (23) . (56) einander zugeordnet, so können wir 
unsem Satz auch so aussprechen: 

Zweiter Seehaseitssatz, Wenn 
zwei Diagonallinien eines ein- 
fachen Seehsseita durch die 
zugeordneten Diagonalpunkte 
gehen, so geht auch die dritte 
Diagonallinie durch den zu- 
geordneten Diagonaipunkt. 
39. Projektive Permutationen. Es ist häufig bequem, ai 
nicht biofs, wie bisher, von Perspektiven und projektiven 
Grundgebilden zu sprechen, sondern auch von Perspektiven 
und projektiven Elementen. Z. B. der Satz: Die Punkte 
^5CZ^_Esiud den Punkten yl^5^ C^iJ^fi^ projektiv, soll 
aussagen: 1. ABCDE liegen in einer Gerade s und 
AiBiCiD,E, in einer zweiten Gerade sj; 2. in der etwa 
durch BCD~/\Bi C, !>, bestimmten i^^i projektiven Ver- 
wandtschaft der Punktreihen s und s, ist dem Punkt A der 
Punkt Ai und dem Punkt E der Punkt £, homolog. — 
Da sich zwei Punktreihen immer projektiv so aufeinander 
beziehen lassen, dafs drei Punkten der einen drei Punkte 
der andern entsprechen, so mufs eine Gruppe mindestens 
vier Elemente enthalten, wenn die Aussage, dafs die Gruppe 
einer andern projektiv ist, einen Inhalt haben soll. — 
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44 I- Dei' Kegelsclinitt. 

Lehrsatz: L^tet man aus einer Gruppe von vier 
Elementen eine Permutation ab, indem man irgend zwei 
Elemente und gleichzeitig die beiden übrigen vertauscht, 
«0 ist die Elemm%t£ngruppe ihrer Permutation projektiv. 
Id Zeichen: AB C DJ^BADCäCD AB^DCBA. 
Beweis: Handelt es sich um eine Punktgroppe, so läfst 
sieh z.B. die Richtigkeit der Behauptung ABCDy^BADC 
in folgender Weise zeigen : Wir projizieren die vier Punkte 
AB CD (Fig. 35) ans einem be- 
liebigen Punkte Ai auf eine be- 
liebige durch D gehende Gerade, 
sodafs A B CI)/{A BT B ist. Be- 
zeichnen wir noch den Punkt, in 
dem die Verbindungslinie A B den 
Projektionsstrahl Ai C schneidet, 
dnrch B,, so haben wir 
^ S C i? [A,] K A B r i) [^ 1 A A , B, r C [B] K 5 ^ i> C. 
z Zusatz. Ans ABCJyy^AiBi C, D, folgt demnach 
ABCn^B,A, A C, Ä C, B, Ay B^-^Dx C, B^ A,. 
A Anmeehing. Dieser Satz ist mit dem vorhergehenden 

'ä*i identisch. Wir haben ihn zweimal abgeleitet und zweimal 
in Worte gekleidet, um je nach den Schlüssen, die wir aus 
ihm zu ziehen haben, bald die eine bald die andere Form 
anwenden zu können. 
10 40. Projektive Verwandtschaft harmonischep Würfe. 
Haben zwei harmonische PunktwUrfe AB .C D und 
j4, Bi.CyD den Punkt D gemeinsam, so wird die Ver- 
bindungslinie ü Ci von A A^ und B B^ in einem und dem- 
selben Punkte geschnitten, Ist nämlich S der Schnittpunkt 
von C Ci und AA^, so mufs der Strahl 8B durch den 
von A, darch Ci und 1) harmoniscli getrennten Punkt 
gehen <'^'''; das ist aber 5i (2o>i. 

In deraelben Weise ergiebt sich, dafs CCi auch von 
den Verbindungslinien ABi und AiB in einem und dem- 
selben Punkte geschnitten wird. Daher: 

1. Zwei liarmoninche Würfe, die ein Element ge- 
il haben, dnd perxpeküo auf einander bezogen, wenn 
t gemeinsame Element sich selbst, und die diesem 
II Elemente einander, zuiveist. Die weitere Zu- 
ordnung ist beliebig. 
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§ 3. Projektive Verwandtschaft gerader Grundgebüde. Nr. 40. 45 



In Zeichen: SinA AB. CD, 
und ytj B^. C^^D zwei har-" 
monische Panktwttrfe , so 
gehen durch einen Punkt 

1. CC,i ÄA^; BB, nnd 

2. Cfl; AB,; A,B.— 



In Zeichen: Sind ab. cd 
und «j b^.c^(i zwei harmonische 
Strahl enwiirfe , so liegen in 
einer Gerade 

1. cc^; aa^- h h^ und 

2. Gc,: ab-, a, h.— 



Ans dem vorstehenden Lehrsatz folgt, dafa wir zwei 
beliebige harmoniaeh(> PunktwUrfe immer als die Endglieder 
einer perepektiven Kette ansehen können. Verbinden wir 
nämlich einen beliebigen Punkt des einen Wurfs mit einem 
beliebigen des andern, z. B. A mit i>i, nehmen anf dieser 
Verbindungslinie einen Punkt B willkürlieh an und zeichnen 
den von i>, durch A und B harmonisch getrennten Punkt r, 
so haben wir nach dem eben bewiesenen Satze z. B. 
AB CU^ABI),\-=B,A,D,C,. 

Im ganzen erhält man acht verschiedene Arten der Zu- 
ordnung. Dabei ist /.u beachten, dafs zwei Elementen, die 
ein Paar bilden, immer zwei Elemente zugewiesen werden 
müssen, die wieder ein Paar bilden. 

2. Zwei harmonische Würfe sind frojektiv auf- 
einander bezogen, wenn man einem beliebigen Element 
des einen Wurfes ein beliebiges Element des andern, 
und gleichzeitig die diesen zugeordneten Elemente 
einander, zuweist. Die weitere Zuordnung ist beliebig. 

In Zeichen: Sind AB. CD und A,B,.C,I), 
zwei harmonische Würfe, so ist 
ABCDXA^B.CyDJ^BiA^CyD.-y^B.AJJ.C, nsw. 
Der vorstehende Satz läfst sieh umkehren: 

3. Ist eine Gruppe von vier Elementen einer Per- 
mutation projektiv, die durch Vertauschung nur swekr 
Memente mis ihr abgeleitet ist, so bilden die beiden ver- 
tauschten und die beiden mäht vertauschten Elemente zicei 
Paare eines harmonisclmi Wurfes. 

In Zeichen: Aus ABCDy^BACD folgt, daCs 

A B .C D ein harmonischer Wurf ist. 

Beweis: Projiziert mau A B C I) aus einem beliebigen 

Piinkt A auf eine durch D gelegte Gerade, sodafs A B CB^ 

AB ED ist, so folgt '^'*'> aus der Voraussetzung ABCDX 
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46 I. Der Kegelschnitt. 

BACD, ä&iB AßRDy^BACD ist. Folglich i"i geheß 
AB, BÄ, RC datcli eimn Punkt r. Das Viereck AABT 
zeigt l'^H daffi AB. CD ein harmonischer Wnrf ist. 

n 41*. Doppelverhältnis. In der Geometrie des Mafaes 

nnterscheidet man zwei Strecken durch ihre Uröfse und, wenn 
sie in einer und derselben Gerade oder in parallelen Ge- 
raden liegen, auch durch ihre Richtung. Den Richtungssinu 
unterscheidet man durch das positive und negative Vor- 
zeichen, sodafs AB^^BÄ oder AB-j-BA = ist. 
Sind ABX drei Punkte einer Gerade, so ist, wie aneh 
ihre Lage sein mag, AX-\-XB =^AB oder AX-i^XB 
-\~B A = 0, vorausgesetzt, dafs man Strecken von entgegen- 
gesetzter Kichiung als positive und negative Gröfsen im 
algebraischen Sinn aufifafst. 

Liegt X auf Ä B, so haben X A und X B entgegen- 
gesetzte Vorzeichen ; liegt X aai A.' B^^\ so haben X^l und 
XB gleiche Vorzeichen. Im ersten Fall ist daher das Ver- 
hältnis X A:X B, welches das einfache Verhältnis der drei 
Punkte ABX genannt und kurz durch {ABX) bezeichnet 
wird, negativ; im zweiten positiv, 

Ist Y ein zweiter Punkt von AB, so läfst sieh auch 
Y als Teilpunkt der Strecke A B ansehen ; die Teilstrecken 
sind YA und YB und das Teilungsverhältnis YA : YB 
oder {A B Y). Aue den beiden Verhältnissen {A B X) und 

(ABY) läfst sich ein neues Verhältnis v n ' Y fi ^^^^^"' 
welches das Doppelverhältnis des Wurfes AB . X Y heifst 
und kurz durch (AB XY) bezeichnet wird. — 

1. Aufgabe: Eine Strecke nach einem gegebenen 
Verhältnis za teilen. 

Lösung: Ist das Verhältnis durch die beiden Strecken 
p und q gegeben, so mufs noch augegeben werden, ob das 
Verhältnis positiv oder negativ sein soll. 



I. ( — — i: Wir ziehen von den Endpunkten --l und 

B der gegebenen Strecke (Fig. 36} zwei parallele und 
entgegengeset/,t gerichtete Strecken: AP^^p imä BQ= q; 
die Verbindungslinie B Q schneidet A B in dem gesuchten 
Punkte X. 
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S 3. Projektive Verwandtschaft gerader GrundgebilAe, Nr. 41. 47 



IL (+7-): Wir ziehen ' 



cnd gleich gerichtete Strecken: A P 
die Verbindungslinie PQ^ sehneidet 
AB'm dem geanchten Punkte Y. — 
Das Doppelverhjiltnis der vier 
Punkte ABXY ist 



l und B zwei parallele 
f und -ß Qj ^ 1', 



(-i)<+f)^ 




Weil B die Mitte von Q Q, ist, 
80 sind, wenn wir den unendlich 
fernen Punkt von Q Q^ durch U 

bezeichnen, QQ^.B ü vier harmonische Punkte.'^''', die 
Verbindungslinien dieser Punkte mit P mithin*^'"' vier 
harmonische Strahlen und die vier Punkte AB .XY, in 
denen diese vier Strahlen die Gerade AB sehneiden, vier 
harmonische Punkte'-'-'. Daher 

2, Lehrsatz : Vier Punkte, deren Doppelverhältnis 
— 1 ist, bilden einen harmonischen Wurf. 

Von diesem Sata gilt auch die 

3, Umkehrung: Das Doppelverhältnis von vier 
harmonischen Punkten ist — 1. 

Projiziert man nämlich ans einem beliebigen Punkte P 
die vier harmonischen Punkte AB .XY anf eine durch B 
parallel zum Projektionsstrahl PA gelegte Gerade, so sind 
UB.QQ^ vier harmonische Punkte'^'»*; und weil U der 
unendlich ferne Punkt von QQ^ ist, so ist B die Mitte l'"»". 
Weil also BQ^- — BQ^ ist, so haben wir 

XA _ AP _ AP _ YA 
~^B~~^BQ~~~'^~Q^'^ YB~' 
folglieh {ABXY) = — 1. 

Aus der vorstehenden Proportion ergiebt sieh femer 
die Gleichung XA.YB^XB.YA = 0. Ist die Mitte 
der Strecke A B, so dafs 0A-\- OB ^ ist, so haben wir 

(xo+o^){YO+Oß)+(xo4-05)(ro-|-OA)=o, 

folglieh 

2X0.Y0-\-{X0+ yO]{0A-\-0ß)-\-20A. OB^O, 

folglich OA"-^OX.OY. 
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48 I- Der 

4. Sind AB .XY vier harmonische Punkte und 
die Mitte von AB, so ist OA^^OX.OY. — 

Sind ah .xy vier harmonische Strahlen des Mittel- 
pnnktes S, von denen x nnd y auf einander senkrecht stehen, 
so ist ^ tt«^a;6<28,)_ Schneiden wir diese vier Strahlen 
dnrch eine Gerade in den vier Punkten A B .XY und 
ziehen durch B eine Parallele zn a, welche x in C schneidet, 
so töi^BSC=CSA^SCB, iblglieh S5= 5C, wobei 
wir vom Vorzeichen abzusehen haben, da die Strecken in 
verschiedenen Geraden liegen. Da nun SA:BC=^XA:XB 
ist, so ist auch SA-.SB^XA-.XB. 

5. Schneiden wir vier harmonische Strahlen ah.xy 
des Punktes S durch eine Gerade in den Punkten 
AB.XY, so ist, wenn x ^y ist, 

SA:SB^XA:XB=^ YA: Y B. — 
Projiziert man drei Punkte ^ -S X, die in einer Gerade 
liegen, entweder ans einem endhchen Punkte auf eine 
parallele Gerade oder aus einem unendlich fernen Punkte 
auf eine beliebige Gerade, so folgt aus bekannten Sätzen 
der Proportionslehre, dafs das einfache Verhältnis {ABX) 
= (A^B^X^) ist, also durch die Projektion nicht geändert 
wird. Würde man dagegen die drei Punkte aus einem end- 
liehen Punkte anf eine endliche Gerade projizieren, so würde 
das einfache Verhältnis sich ändern. 

Nimmt man aber noch einen vierten Punkt Y hinzu, 
so bleibt das Doppelverhältnis [ABX Y), wie wir beweisen 
wollen, bei jeder Projektion konstant. Bleibt es bei einer 
Projektion konstant, so bleibt es auch bei mehreren auf- 
einander folgenden konstant, so dafs wir unsern Lehrsatz 
so aussprechen können'^''''; 

6. Zwei frcjeUive Onippen von vier Punkten /iahen 
dasselbe Doppelverliältnis. 

Beweis : Projizieren wir die vier Pnnkte ABX Y der 
Gerade s aus einem beliebigen Pnnkte S auf irgend eine 
Gerade s , so ist zu zeigen, dafs die Doppelverhältnisee 
{ABX Y) und (A^ S, Z, Y,) einander gleich sind. — Ziehen 
wir durch B (Fig. 37) eme Parallele zum Projektionsstrahl 
SA, welche SX und S l' in U und V schneidet, so ist 
{A B X Y) :=. (V U B); denn 
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§ 3, Projektive Verwandtschaft gerader Gniudgebilde. Nr. 41. 49 



XA AS ^ YA 




auch ^^"'l für projektive 



_ AS 

YB~ BV 
folglich darch Dinsion 

XA YA _ BV 
" JTS ■ ~YB~ ~ ~B~V" 

Ziehen wir ehenso durch i?, eine Parallele zu SA, 
ergiebt sieh hei entsprechen- 
der Bezeichnung {A B X Y,) 
= {V^V^ B, ). Da aber ( f; u; SJ 
die Projektion des einfachen 
Verhältnisses {VÜEj auf eine 
parallele Gerade ist, so ist, wie 
schon erwähnt, nach einem be- 
kannten Satz der Proportioos- 
\ehre {VUB) = (V^U,B,), also 
auch {ABXY)={A,B^X^ 7,). 
— &ilt aber der Satz für Per- 
spektive Gruppen, so gilt ei 
Gruppen. — 

Auf indirektem Wege beweist i 

7. Lehrsatz : Wenn 
Punkten, die einen Punkt entsprechend gemein haben, 
dasselbe Doppelverhältnis haben, so Hegen sie per- 
spektiv, — 

Mit Hülfe dieses Satzes läfst sich ferner zeigen : Wenn 
{ABXY) = (AiB,XiY,)ist, so ist AB XY^ASi^i '^i- 
Man braucht nur die Htilfsliaie A Y^ zu ziehen und zweimal 
den vorhergehenden Satz anzuwenden, um einzusehen, dafs 
AB X Y nad A^ B^ X^ y, perspektiv zu der in A Y^ kon- 
struierten Punktgruppe liegen, also untereinander projektiv 
sindt'fJ : 

8. Zwei Gruppen von vier Punkten sind projektiv, 
wenn sie dasselbe Doppel Verhältnis haben. ^ 

Ist AB=:^A,B„ AX^A,X„ AY^A^Y^, so ist 
auch [ABXY)^ (.4, B, X^ Y,); daher: 

9. Zwei kongruente Punktgruppen sind projektiv. 
Daraus ergiebt sich weiter: 



an den 
zwei Gruppen 



10. Zw 



Strahlengruppen sind projektiv. 



ifi Geometrie der La^. 
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50 !■ Der Kegelsclmitt, 

Ist nämlich ^ah^^a^b^, ^ax^ a^x^, ^ ay ^=^a^y^, 
90 können wir zwei zu den Strahlengruppen Perspektive 
nnd unter einander kongruente Punktgmppen zeichnen : 
Wählen wir in a und a^ zwei Punkte A und A^ so, 
dafs 5J = S, -li ist, und errichten in A auf a das Lot s 
und in -4, auf a, das Lot si, so werden s und s, von den 
kongruenten Strahlengmppen in kongruenten Punktgruppen 



Aus den beiden vorhergehenden Sätzen folgt : 

IL Zwei kongruente Gmndgebilde sind projektiv 

(vgl. 164 Z). 

i Anmerkung. Dnreh die Lehre vom Doppelverhältnis 

hat Steiner 1832 in seinem Werke: „Systematische Ent- 

wiekelung der Abhängigkeit geometrischer Gestalten von 

einander" die &eometrie der Lage begründet. 



§ 4. Krnmme Grundgebilde. 

,2 42. Erzeug:nls zweier projektiven Gpundgebilde. 

Ans den projektiven Grundgebilden, deren Konstruktion im 
vorigen Paragraphen gezeigt wurde, ergeben sieh neue Ge- 
bilde, zu deren Untersuchung wir uns jetzt wenden. FUr 
diese Erzeugnisse projektiver Grundgebilde geben wir die 
folgende 



Definition: D&i- Inbegriß 
der Punkte, in denen sich die 
homologen Strahlen zweier 
projektiven geraden StraMen- 
bilsekel schneiden, hei/at eine 
krumme Funktreihe oder eine 
Kurve zweiter Ordnung. 



Definition : Der Inbegriff 
der Geraden, die die /mnologen 
Punkte zweier projektiven ge- 
raden PunhtreOien verbinden, 
heifst ein krummer Stralden- 
büschel oder ein Strahlenbüseltel 
zweiter Ordnung. 



z Zusatz.* Verbindet man zwei beliebige Punkte S und S^ 
der Peripherie eines Kreises mit irgend einem Punkte A der 
Peripherie durch die Strahlen a und «^, mit B durch b und 
6j n. 8. w., so ist nach bekannten Sätzen der Planimetrie 
^ab^ a^b^ u. s. w. Wir erhalten also in S und S^ zwei 
kongruente Ötrahlenbüschel (vgl. 13); da diese projektiv 
sind '■"!'*, so können wir die Punkte eines Kreises aufl'assen 
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§ 4. Krumme GrundgebiWe. Nr. 42—44, 51 

als die Schnittpunkte homologer Strahlen zweier projektiven 
StrahlenbUschel, mit andern Worten: 

Der Kreis ist eine Kurve zweiter Ordnung. 

43 * Kegelschnitt. Es soll jetzt gezeigt werden, dafs *3 
auch die Linie, in welcher ein Kreiakegel von einer beliebigen 
Ebene geschnitten wird, aufgefafst werden kann als der 
Inbegriff der Punkte, in denen sieh die homologen Strahlen 
zweier projektiven StrahlenbUschel schneiden, dafs also der 
Kegelschniu eine Kurve zweiter Ordnung ist. 

Ist ö eine zur Achse des Kegels senkrechte Ebene, die 
den Kegel in einem Kreise schneidet, so lassen sich, wie 
wir in Nr. 42 Z gesehen haben, zwei beliebige Punkte S 
und S| dieses Kreises zu Mittelpunkten von zwei projektiven 
StrahlenbUseheln machen. Die Strahlen ahc... und a^bi ci... 
dieser Büschel S und «Si verbinden wir mit den beiden durch 
S und Si gehenden Seitenlinien s und s^ des Kegels durch die 
Ebenen a ßy .. . und uißiyi .. . Schneiden diese Ebenen 
der Büschel s und s, eine beliebige Ebene e in den Strahlen- 
büscheln a' b' c' ... und «/ />/ o,' . . . mit den Mittelpunkten 
S' und Si', so haben wir 

d b' c ..."^aßy ... %a Ä c . . . Ä «i ^i Ci . . . A «i A ^i ■ ■ ■ 
A «■i f>i Ci ... 
Da demnach*'*''' a b' c .. .~/{ a^' 6,' e/ . . . ist, so stellen 
sich die Punkte der Linie, in welcher die Ebene e den 
Kreiskegel schneidet, als Schnittpunkte der homologen 
Strahlen aweier projektiven StrahlenbUschel dar, 

44. Erzeugnis zweier Perspektiven Grundgebilde. « 

Weil die Perspektive Verwandtschaft ein besonderer Fall der 
projektiven istl^ö«), so sind die Erzeugnisse perspektiver 
Gebilde aufzufassen als besondere Fälle der krummen Punkt- 
reihen und StrahlenbUschel^^'. Da nun die Schnittpunkte 
homologer Strahlen zweier Perspektiven BUschel S und Si in 
einer Gerade s liegen i'l; da femerl^l der Strahl SSi = t 
mit seinem homologen SyS^ti zusammenfällt, also jeder 
Punkt von (((i) als gemeinsamer Punkt zweier homologen 
Strahlen aufzufassen ist, so liegen die Schnittpunkte homo- 
loger Strahlen zweier Perspektiven Büschel 5 und Si in zwei 
Geraden s und (. Daher: 
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I. Der Kegelschnitt, 



Die Panktreihe zweiter 
Ordnung, die von zwei Per- 
spektiven Strahlenbttscheln 
erzeugt wird, zerfällt in zwei 
Punktreihen erster Ordnung, 



DerStrahlenbilschel zweiter 
Ordnung, der von zwei Per- 
spektiven Pimktreihen erzeugt 
wird, zerfällt in zwei Strahlen- 
bUsehel erster Ordnung. 



15 45. Tang:eiiten und Berührungspunkte. Sind Sund 
S die Mittelpankte zweier projektiven Strahlenbtisehel, die 
nicht zugleich perspektiv sind, in denen also"*' der Strahl 
S S^ = i nicht mit seinem homologen i, zi^ammenfällt, so 
sind 5 und S^ zwei Punkte der erzeugten Kurve; denn in 
ihnen sehneiden sich zwei homologe Strahlen, in S, a. B. 
; und (j. 

Auf jedem Strahl «j des Büschels S^ liegt aufser S^ 
noch ein zweiter Punkt der Kurve : der Punkt A, in dem 
der Strahl a^ von seinem homologen a geschnitten wird. 
Niu: beim Strahl i,, der der Verbindungslinie S Si=:t 
entspricht, fällt dieser zweite Schnittpunkt mit Si zusammen ; 
der Strahl (,, der nur einen Punkt mit der Kurve gemein 
hat, heifst eine Tangente. 

Bezeichnen wir Ä, S als Strahl des zweiten Büschels 
durch Ml, 80 eigiebt sich in derselben Weise, daCs der 
homologe Strahl u Tangente in ■ 



Die Punkte, welche dem 
Schnittpunkte der Träger ent- 
sprechen, heiCsen Serührungs- 
punkte des krummen Strahlen- 



Die Strahlen, welche der 
Verbindungslinie der Mittel- 
punkte entsprechen, heifsen 
Tan^ew (ender krummen Punkt- 
reihe. 

•6 46. Erste Konstruktion der Kurve. Die hier 
folgenden drei Kurvenkonstruktionen sind nichts als eine 
Wiederholung der in Nr. 31 gegebenen Konstruktionen 
projektiver Grundgebilde. - 



Aufgabe: MmKwrve zweiter 
Ordnimg zu zeichnen, von der 
fünf Punkte gegeben sind. 



Aa%abe: Enew Stra/tlen- 
btlschel zweiter Ordnung zu 
zeichnen, von d&mfiinf StraMen 



In Zeichen: ÄSiABT. In Zeichen: aaiaßy. 

Lösung: Die fünf gegebenen Punkte seien SS, A B r. 
Wir ziehen nach ABT aus -S und S^ die Strahlen abc und 
«1 hl d und beziehen die Strahlenbiischel S und Si projektiv 
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SO aufeinander, dafs den Strahlen abe die Strahlen «i Si c, 
entsprechen (31, Allgemeine Lösnng). Wir legen also (Fig. 38) 
durch A zwei beliebige Strahlen s und «i, welche hc und 
&i c, in B C «nd -B, Ci schneiden, sodafs kBC^t^B^C^ 
werden miifs ; den Schnittpunkt von B B,=^ ß und CCi^=j' 
bezeichnen wir durch I. 




Einem beliebigen vierten Strahle d von S ordnen wir 
einen Strahl von S, durch folgende Konstruktion zu: Den 
Punkt B, in welchem d die HUlfslinie s schneidet, verbinden 
wir mit I und den Punkt Bi, in welchem diese Verbindungs- 
linie ö die Hlilfslinie Sj schneidet, verbinden wir mit iSi 
durch SiZ>i = d^. Der Schnittpunkt L =^ ddi ist ein 
sechster Punkt der Kurve. — Auf die angegebene Weise 
sind soviel Punkte zu zeichnen, dafs der Lauf der Kurve 
erkennbar ist. 

Z'us<az. Da die projektive Verwandtschaft der Strahlen- z 
bUschei S und Si durch drei Strahlenpaare bestimmt ist '^^\ 
so erhalten wir dieselbe Kurve, wenn wir an die Stelle des 
Punktes A (durch den wir die Hülfsgeraden s und s, legten) 
einen beliebigen andern Punkt der Knrve setzen, mit andern 
Worten : 

A ist ein beliebiger Punkt der Kurve. 

47. Zweite Konstruktion derKupve. Die vorhergehende 47 
Konstruktion **^) wird einfacher, wenn wir als Hülfslinien * 
und «1 nicht zwei beliebige durch A gehende G-eraden nehmen, 
sondern die Verbindungslinien AB und Af^'''; es fallen 
dann die Punkte B B (Fig. 39) und C^ V und folglich die 
Linien ßb^ und yc zusammen. 
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z Zusatz. Fuhren wir die Konstruktion ans, 

sieh aus der Figur eine wichtige Eigenseliaft des g 

Knrvenseehseeks: Die drei 
Punkte 1 7>i D, welche in 
derGerade fliegen, lassen 
sich auffassen als die 
Diagonalpunkte«« ^1 des 
einfachen Sechsecks 




DieDiagonalpunkte dieses 
Kurvemeehseeks liegen ako 
in dner Gemde'^K 

Anmerkung. Um sich 
mit den wichtigsten Kon- 
struktionen vertraut zu 
machen, ist es weit 
zweckniäfsiger, selb- 
Fiij, w. ständigeZeichnungenaus- 

zuführen, __als die Figoren 
des Textes zu verfolgen. Um auf solche Uhungen hinzu- 
weisen, werden wir an geeigneten Stellen einige Aufgaben 
in Buchstaben andeuten, wobei wir unendlich ferne Elemente 
durch den Index od kenntlich machen: 
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Znr Übung: ^Ä,ABr^; SS.AB^f^', ÄSiA^BT 
So^S: ABT; Ä^S,3c.ABr (Fig. 40); 5^S, A^ BT. 

48. Dritte Konstruktion der Kurve. Wir fügen noch 43 
eine dritte Lösung, die fär 
tms wv^tigste, hinzu, indem 
wir die HUlfsgeraden si 
und s mit A S und A Sj_ zu- 
sammenfallen lassen <^'''. 

Wir ziehen also nach 
ABT (Fig. 41) ans S die 
drei Strahlen, die « — A S^ 
in ABC, und aus S^ die 
drei Strahlen, die x^:^ AS - 
in A Bi Ci sehneiden, und 
bestimmen den Schnitt- 
punkt I von B B^ und C C,. 
— Zu einem beliebigen 
Strahl d von S erhalten wir 
den zugeordneten dx von 5,, "^' "' 

indem wir den Schnittpunkt sd=^D mit I durch d und 
den Schnittpunkt Si d = D, mit Si verbinden. 

1, Zusatz. Da B und B^, wie ein Bück in die Figur z 
lehrt, zwei Diagonalpunkte des Kurvenvierecks S Si A B und 
C und Cj zwei Diagonalpunkte des Kurvenvierecks SS^ AV 
sind, so läfst sich die vorstehende Konstruktion auch so 
beschreiben: 

Aus den fünf gegebenen Punkten bilden wir die beiden 
Vierecke S Si A B nnd iS «S, A F und zeichnen in jedem Viereck 
die Diagonallinie, wek.he der Seite S ä'[ zugeordnet ist f" ^J; 
der Schnittpunkt dieser beiden Diagonallinien ist der Punkt I. 
Wir erhalten einen neuen Kurvenpunkt Ä, indem wir zwei 
Punkte' D und D, in den Seiten A Sj und A S des Dreiecks 
A S Si, die mit I in einer Gerctde liegen, aus S und Si pro- 
jizieren. 

2. Zusatz. Diese Lösung ist die ftuchtbarste, weil bei ihr z 
der Punkt I eine mchtige geometrische Bedeutung gewinnt. 
Um diese zu erkennen, ziehen wir den (in der Figur nicht 

) Strahl SS^^^m und suchen den homologen 
Dazu müssen wir den Schnittpunkt sm, d. i. Sj, 
mit I durch fi und den Schnittpunkt s^ (i mit S, verbinden. 
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Wir sehen, dafs Sj I ;= m^ der dem Strahl S 5, ^^ m 
homologe ist. Nach Kr. 45 ist aber der Strahl von S„ 
welcher der Verbindungslinie der Strahlenmittelpunkte ent- 
spricht, eine Tangente. — Da aus denselben Gründen S I 
die Tangente inS ist, so ist I der Schnittpunkt der Tangenten 
in S und S^. Um uns immer an diese geometrische Be- 
dentang zu erinnern, wollen wir an die Stelle des Buch- 
staben 1 von jetzt an T setzen. 

ifl 49. Bestimmung-sstücke einer krummen Punktrelhe. 

Bisher haben wir stets 5 und S, zu Mittelpunkten der die Kurve 
erzeugenden StrahlenhUsehel gemacht; es fragt sich nun, ob 
wir dieselbe Kurve erhalten oder eine andere, wenn wir 
etwa S und A zu Mittelpunkten von Strahlenhüscbeln machen 
und diese vermittelst der drei Punkte Si B f projektiv auf- 




einander beziehen. Um diese Frage zu beantworten, ver- 
folgen wir die dritte Konstruktion*'^ ^ '', indem wir ausgehen 
das erste Mal von S und Si, das zweite Mal von ä und A. 
Wir zeichnen also (Fig. 42) die der Seite S S, zuge- 
ordneten 1'^^' Diagonallinien BBi nnd C6'i der Vierecke 
S Sj A B und SS^Af und erhalten dadurch für die erste 
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Kurve den SchBittpunkt 7'<*^ ^ ^* der Tangentea in S und Si; 
ebenso erhalten wir dnrch die der Seite SA zugeordneten 
Diagonallinien B B^ und CQ den Schnittpunkt T, der 
Tangenten in S und A für die zweite Knrve. Bezeichnen 
wir noch die Punkte, in denen SS, von B Bi und C Ci ge- 
schnitten wird, durch B, und T^, so folgt l^'»' 

aua Viereck S Sj A B : SSj.B^B.^ ein harmonischer Wurf; 

aus Viereck S S, A T ; S S^.C^f^ ein harmonischer Wurf; 
folglich 5 S, 5^ Bj Ä S Äi C„ r^ <«"l Durch Projektion dieser 
Pünktgruppen aus B nnd C' erhalfen wir zwei projektiTe*'""' 
Strahlengnippen B (S S^ S, Bg) Ä C fS S, C^ r,), die in per- 
spektiTeri'*)Lage sind, weil sie den Strahl BC{Si) ent- 
sprechend gemein haben; die Schnittpunkte 5 TTi der drei 
übrigen Strahlenpaare liegen mithin in einer Gerade, und 
der Punkt T ist von T, dnrch S und A Ä] <'i ^ hai-monisch 
getrennt, weil z. B. die Gegenseiten des Vierecks S Si A B, 
die sich im Diagonalpunkt B schneiden, durch die beiden 
andern Diagonalpnnkte B, und B^ harmonisch getrennt 
werden '^*''. Die Punkte T uiid T^ liegen also mit S in einer 
Gerade und werden durch S und A Si hannoniseh getrennt. 

Mit Hülfe dieses Ergebnisses läfst sieh nun zeigen, dafs 
jeder Punkt der ersten Kurve auch ein Pnnkt der zweiten 
Kurve ist. Wir zeichnen einen beliebigen Pnnkt A (Fig. 43) 
der ersten Knrve, indem wir die Punkte Z* und Di in den 
Seiten A Si und A »S des Dreiecks A SS,, die mit 7" in einer 
Gerade liegen, aus 8 und Si projizierend» ^i'. Von dem ge- 
zeichneten Kurvenviereek S^iAA sind D und I>i zwei 
Diagonalpunkte; der dritte, der Schnittpunkt von S Si und 
A A, heifse D^. Dann mufa, weil die _ _ 

beiden Diagonalpnnkte Z>, und J\ 
durch die Gegenseiten des dritten 
Diagonalpunktes harmonisch getrennt 
werden f'^*'', D D^ durch den von T 
durch S und A S^ harmonisch ge- ,__ 
trennten Punkt geben, das ist 1^°*' T^. * 
Benutzen wir nun den Strahl 1\ DD^, ^''^- *^- 

um einen Punkt der zweiten Kurve zu zeichnen, so haben 
wirf*'^l D und D, aus -S und A zn projizieren; dadurch 
aber erhalten wir A. — 

Da wir in dieser Weise weiter schliefsen können, dafs 
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die von den Strahlenhüschelii S and A erzeugte Kurve die- 
selbe ist wie die von den StrahlenbUschelu A und B er- 
zeugte, so ist bewiesen, dafs die Punkte S und Si ersetzt 
werden können durch irgend '^* ^> zwei andere Punkte, mit 
andern Worten, dafs S und Sj zwei Idiebige Punkte der 
Knrve sind, dts miüan a!le Skgmtchafien, die lon ^ (oder S{) 
gelten ton jedem Funkte der Kwie Qelten 

Das Ergebnis, dah sieh durch funt Punkte nur eine 
Kurve legen Ufst, drücken wir so aus 

Eine Punktreihe zweiter Ord- 1 Em Stralilenhmchel zweiter 
nung ist durch fünf Punkte Ordnung üt durch filnf Strahlen 
bestimmt. \ bestimmt. 

7. Zusatz. Alle Stücke, die die projektive Verwandtschaft 
zweier StrahlenbUsehel S und S^ bestimmen, bestimmen ancb 
eine Kurve zweiter Ordnutig'*'ä>. Die projektive Verwandt- 
schaft von S nnd -S, ist nun nicht allein durch drei Punkte 
A B r bestimmt, sondern auch durch zwei Punkte A nnd B 
und den Strahl a von S, der dem Strahl S^ S von S, entr 
spricht, und femer durch einen Punkt A und die Strahlen a 
und öl, welche der Verbindungslinie SS, in S und S, ent- 
sprechen. Da a und Oi die Tangenten^*' der durch die 
projektive Verwandtschaft erzeugte» Kurve sind, so haben wir: 
Eine Kurve zweiter Ord- Ein Strahlenblischel zweiter 

nung ist bestimmt sowohl Ordnung ist bestimmt sowohl 
durch vier Punkte und die durch vier Strahlen und den 
Tangente in dem einen dieser Berührungspunkt des einen 
Punkte als auch durch drei dieser Strahlen als auch durch 
Punkte und die Tangenten in drei Strahlen und die Be- 
zweien dieser Punlde. rtihrungspunkte von zweien 

dieser Strahlen. 

50 50. Projektive Strahlenbüschel in zwei Kurven- 
punkten. Soch ein weiterer wichtiger Satz ist in Nr, 49 
bewiesen. Zeichnen wir sämtliche Kurvenpunkte A, indem 
■wir (Fig. 43l den Punkt Zf die Dreiecksseite A S, durch- 
laufen lassen, so haben wiri^'A). 

A(A)Ä-D,|7',|X-ÖaS(A). 
Ordnet man also dem Strahle von S, welcher durch den 
Kiirvenpunkt A geht, den Strah! von A m, der ebenfalls 
durch A geht, so sind die Strahlenbüsehel 5(A) und A (A) 
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projektiv auf einaader bezogen. Da wir in derselben Weise 
weiter seliliersen können, dafs A (Ä) X B (Ä) ist, so haben wir: 



!e Punktreilie zweite? Ord- 
nung wird aus zwei beliebigen 
ihrer Punkte durch zwei pro- 
jektive Strahlenbü sehel projiziert. 



Ein StraMenbüscliel zweiter 
Ordnung sehneidet zwei be- 
liebige seiner Strahlen in zwei 
prc^ektiven PunktreiJien. 



Der Strahl, welcher einen 
Kurveupunkt aus sieh selbst 
projiziert, ist seine Tangente. 



Zusatz. Die vorstehende Fassung unsers Satzes ist z 
noch mangelhaft, Unter den Punkten der Kurve, die wir 
z. B. ans A projizieren sollen, ist auch der Punkt A; einen 
Punkt aber kann man nicht aus sich selbst projizieren, da 
eine Gerade erst durch Kwei Punkte bestimmt ist. Wir 
müssen also zu nnsemi Beweise zurUckkehren, um zu finden, 
welcher Strahl von A dem Strahl S (Ä) entspricht für den 
Fall, dafs Ä in A fäüIt. A füllt aber in A (Fig;. 43), wenn 
D (uud Di) in A und folglieh D^ in den Schnittpunkt von 
A 2\ und S S, fällt. Da daim der Strahl A A -Z?^ durch Ti 
geht, mithin die Tangente in A ist, so haben wir der obigen 
" ; Satzes noch hinzuzufügen : 

Der Punkt, in dem ein 
Strahl eines Blisehels sich 
seihst sehneidet, ist sein Be- 
rtthrungspunkt. 
51. Harmonisehe Trennung" von Ecke und Gegen- 51 
Seite eines Kurvendpeieeks. Wir haben noch nicht den 
ganzen Inhalt des in Sr. 49 ge- 
gebenen Beweises in Worte ge- ^ 
kleidet. Allein die Thatsaciie, 
dafs die zur Konstruktion der 
Kurve benutzten Punkte 5 Sj . . . ', / ^-.,^ 

beliebig sind, wird uns in den 
nächsteji Nummern eine Fülle 
von Sätzen liefern, da wir Eigen- 
schaften, die wir für einzelne 
dieser Punkte abgeleitet haben, 
nunmehr als allgemein gültig 
aussprechen können. 

ZnnJiehst kleiden vAi das ^^- ^^' 

Ergebnis*^*' in Worte, dafs S von A -S^ durch T und ! 
harmonisch getrennt wird. Da S T 1\ die Tangente 
ist, A S S. aber ein beliebiges Kurvendreieck, ; 



) schneidet 
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AÄ, die Tangente der Gegeneeke fi in einem Punkte K 
(Fig. 44), der von S hacmonieeh getrennt wird durch die 
Punkte T und T^, in denen die Tangente in S von den 
Tangenten der beiden anderen Ecken S, und A geschnitten 
wird. — Nennen wir das von den Tangenten in drei Kurven- 
puökten gebildete Dreiseit ein Kurvendreiseit, femer (dual, 7) 
das von drei Strahlen eines Büschels zweiter Ordnung ge- 
bildete Dreiseit kurz ein Büscheldreiseit und das von ihren 
Berührungspunkten gebildete Dreieck ein Büscheldreieek, so 
haben wir: 

1. Jede Seite eines Kurven- 1. Jede Ecke eine» Büscliel' 

dreieeks achneidet die Tangente dreiseits wird aus dem Be- 
der Gegeneeke in einem Punkte, 
der von dieser Gegeneeke durch 
die Tangenten der beiden andern 
Ecken harmonisch getrennt 



durch einen Strahl projiziert, 
der von dieser Gegenseite durch 
die Berührungspunkte der beiden 
andern Seiten harmonisch ge- 
trennt wird. — 

n A ist, 80 können wir die 
Thatsaehe, dafs die vier von A (Fig. 44) ausgehenden Strahlen 
A (3', T . S K] emen harmonischen Worf bilden*^''!, so aus- 
sprechen : 



Da A 2', die Tangente 



2. Jede Seite eines Kurven- 
dreiseits wird von dem Strahl, 
der ihren BerüJirungspunkt mit 
der Gegenecke verbindet, durch 
dieBerülmmgspiinkteder beiden 
andern Seiten harmonisch ge- 
trennt. 



2. Jede Ecke eines Büscliel- 
dreieeks wird von dem Punkte, 
in dem ihre Tangente von der 
Gegenseite gesehnitten wird, 
durch die Tangenten der beiden 
andern Ecken harmonisch ge- 
trennt. 



2 52. Schnittpunkte einer Gerade mit der Kurve. 

Sehneidet eine beliebige Gerade p die Kurve in einem Punkte A, 
80 können wir'""' A znm Mittelpunkt des einen von zwei die 
Kurve erzengenden Strahlenbüseheln machen; jeder Strahl 
von A, also auch p, geht daher (vgl. 45) aufser durch A 
noch durch einen zweiten Karveupunkt, diurch den Punkt 
nämlich, in dem er von dem homologen Strahl des zweiten 
Büschels geschnitten wird. — Um den besondern Fall, dafs 
der homologe Strahl des zweiten BUsehela durch A geht, 
unsere Gerade p al8o'"> eine Tangente ist, nicht gesondert 
in Woi-te kleiden zu müssen, sagen wir von einer Tangente, 
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dafs sie die Kurve in xwei (in den Berührungspunkt zu- 
sammenfallenden) Punkten schneidet {vgi. 50 Z}. 



Durch jeden Punkt eines 
Straldes geht noch ein z 
Strahl dee " 



Auf jedem Strahl eines 
Kiirvenpunhtes liegt noch ein 
zweiter Kurvenpunkt. 



53. Tangenten und Diagonallinie. In Nr. 48 Z sahen *' 
wir, dafs die der Seite Sä, zugeordnete Diagonallinie des 
Vierecks S S, A B durch den Schnittpunkt der Tangenten von 
S und Si geht. Dieser Satz gilt, wie wir nunmehr*^'' wissen, 
für jedes Knrvenyiereck ; daher: 

IXe Berührungspunkte zweier 
Seiten eines Bäschelvierseits 
liegen in einem Strahle des- 
jenigen Diagonalpunktes, wel- 
cher der durch die beiden Seiten 
mten Vterseitsecke zu- 
geordnet '■^^ ^^ ist. 



Die Tangenten zweier Ecken 
eines Kurvenvierecks schneiden 
sieh in einem Punkte derjenigen 
Diagonaüinie, die der durch 
die beiden Ecken bestimmten 
Vierecksseite zugeordnet'^^'' ^' ist. 



54. Pascal und Brianchon. In Nr. 47 Z sahen ä. 

vor, dafs die Diagonalpunkte des Korvensechsecks 

S r A B S, A in einer Gerade lagen. Da wir nun an die 

Stelle dieser sechs Punkte irgend sechs andere Punkte 



der Kittve setzen können <*^>, 
gemein : 

Dritter Seebseekssatz. Die 
drei Diagonalpunkte *■''* ^' jedes 
einfachen Kurvensec/isecks liegen 
in einer Gerade. (Pascalsehe 
Gerade.) 



. haben wir (vgl. 38 Z) aJl- 



Dritter Sechsseitssatz. Die 
drei Diagonaüinim jedes ein- 
fachen Büschßlsechsseits gelten, 
durch einen Punkt. (Brianehon- 
scher Punkt.) 
Dieser (linke) Lehrsatz des Pascal fafst a 
unsere zweite Kur\"enkon8truktionl*'' aufserordentlich kurz 
zusammen und wird daher vielfach Anwendnng finden, — 
Aus dem Pasealschen Sechseck kann man den Satz Über 
das Knrvenfünfeek'^^J ableiten, indem man zwei Ecken 
zosammenfaüen läfst und an die Stelle der sie verbindenden 
Seite die Tangente setzt; auch die Sätze über das Viereck 
und Dreieck lassen sieh auf diese Weise gewinnen (statt 
durch die in Nr. 56 und 57 gegebenen direkten Konstruktionen). 
In allen diesen Fällen wendet man den Pascal am bequemsten 
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an, indem man die sechs Ecken durch Ziffern, imd zwar je 
zwei zusammenfallende Ecken darch zwei gleiche ZiiFeni, 
bezeichnet nnd nun aus dem Schema'^^ ^' die Gegenseiten 
und ihre Schnittpunkte, die Diagonalpnnkte, abliest und 
dabei als Verbindungslinie zweier zusammenfallenden Ecken 
die Tangente nimmt. — Zu bemerken ist noch, dafs die 
Reihenfolge der sechs Ecken heliehig ist und dafs es daher 
zu jedem Knrvensechseck mehrere (sechzig) Pasealsche 
Geraden giebt. 
i5 55. Kupvenfünfeek. 
Aufgabe : Eine Kurve zwei- 
ter Ordnung ku zeichnen, 
wenn vier Punkte and die 
Tangente in einem dieser 
Punkte gegeben sind. 



Aufgabe : Einen Strahien- 
bUschel zweiter Ordnung zn 
zeichnen, wenn vier Strahlen 
und der Berührungspunkt in 
einem dieser Strahlen ge- 




Fün/ackssatz. Der Punkt, 
in dem eine Seite eines ein- 
fachen Kurvenfünfeeks die 
Tangente der gegenüber- 
liegenden Ecke sehneidet, 
und die beiden Schnittpunkte 



Lösung: Sind uns die vier 
Punkte SS, AB und der Strahl <j 
des Punktes S gegeben, so haben 
wir die beiden Strahlenhüsehel S 
and S, projektiv so auf einander 
zu beziehen, dafs sieh in den 
Punkten A und B homologe Strahlen 
schneiden"^' und dafs der Strahl a 
von S dem Strahl S, .S ent- 
spricht*''^'. 

Stellen wir diese projektive Ver- 
wandtschaft durch die in Nr. 47 
gegebene Konstraktion her, so er- 
halten wir statt des Kurvensechs- 
eckes 5 r A B S^ A das Kurvenfönf- 
eck 5 A B Sj A (Fig. 45), bei welchem 
die drei Punkte IDJ}^ in einer 
Gerade liegen. In Worten: 

Fünfseitssatz. Die Gerade, 
welche eine Ecke eines ein- 
fachen Böschelftlnfseits mit 
dem Berührungspunkt der 
gegenüberliegenden Seite ver- 
bindet, und die beiden Ver- 
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5 i. Krumme Grundgebilde. Nr. 55—56. 



63 



von je zwei unter den übrigen bindungalinien von je zwei 
vier Seiten, die nieht auf- unter den übrigen vier Ecken, 
einander folgen, liegen in die nicht auf einander folgen, 
einer Gerade. gehen durch einen Punkt. 

Man iindetf"^) die Pasealscho Gerade des Fünfecks 
ans dem Schema 1 12 3 4 5. 

Zur Übung '*'*': ÄS, A^c B »; 5 S, A-o &ar, o; 
SooS, ABo; SosS, AB-c 



56. Kupvenvlereck. 



Soo\ AogBo: -Sco.S.ojABo 



Aufgabe : Eine Kurve 
zweiter Ordnung zu zeichnen, 
von der drei Punkte und die 
Tang;enten in zweien dieser 
Punkte gegeben sind. 



; Einen Strahlen- 
bUachel zweiter Ordnung zn 
zeiciuien, von dem drei 
Strahlen und die Berührungs- 
punkte in zweien dieser 
Strahlen gegeben sind. 
Sind nns die drei Funkte S S^ A und der 

Strahl a des Punlttes S und der Strahl o', des Punktes S, 

gegeben, so haben wir die beiden Strahlenbüsehel S und »S, 

projektiv so aufeinander zu beziehen, dafs sich im Punkte A 

zwei homologe Strahlen sehneidenf*^) und dafs a dem Strahl 

S, S und der Strahl S S^ dem Strahl ff, entsprieht'^=>. 

Benutzen wir die in Nr. 

erkennen wir, dafs uns 

der dort konstruierte 

Schnittpunkt der Dia- 
gonallinien, den wir<*^^' 

mit dem Buchstaben T 

bezeichnen wollten, durch 

die beiden Tangenten « 

und ff, bereits gegeben 

ist ; dafs wir also nur 

die Punkte D und ZJ, 

der Seiten A S^ und A Ä' 

(Fig. 46), die mit T in 

einer Gerade liegen, aus 

S und 5, zu projizieren 

haben, um neue Kurvenpunkte A zu erhalten. 

Der Vollständigkeit wegen sprechen wir auch diese 
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I. Der Kegelschnitt. 



Konstruktion in Form eines Lehrsatzes aus, trotzdem das 
Ergebnis identisch ist mit Nr. 53. — ■ Betrachten wir die 
vier Kurvenpunkte 5 A 5, A, indem wir ihnen eine bestimmte 
Reihenfolge beilegen , als die Ecken eines einfachen i"^ *i 
Vierecks, so liifst sich die Konstruktion in Form eines Lehr- 



len: 
Vi-ereckssatz. Die beiden 
Punkte, in denen sich die 
Gegenseiten eines einfaehen 
Kurvenviereeks sehneiden , 
und der Punkt, in dem sich 
die Tangenten zweier Gegen- 
ecken schneiden, Hegen in 
einer Gerade. 



Vierseitssatz. Die beiden 
Geraden, die die Gegenecken 
eines einfachen BUsehelvier- 
seits verbinden, und die Ge- 
rade, welche die EerUhrungs- 
punkte zweier Gegenseiten 
verbindet, gehen durch einen 
Punkt. 
Man findet i=^ *' die Pascalsehe Gerade des Vierecks 

durch das Schema 112 3 3 4, 
2 Zusatz. Drei Punkte S S^ k und die Tangenten a und 

ff^ in S und Sj können wir darstellen durch ciee Punkte: 
SSjk und r, wenn wir den Schnittpunkt (7 <;, durch T 
be/eiehnen. Wir haben also ein Stück weniger nötig, als 
wenn wir die Kurve als bestimmt ansehen durch fllnf 
Punkte'"' oder durch vier Punkte und die Tangente des 
einen dieser Punkte '^'^>. 

Wir wollen deswegen im folgenden, wenn nicht ausdrücklich 
etwas anderes festgesetzt leird, unter den Worten : Eine Kurve 
ist gegeben^ hmner verstehen : S S, A und T sind gegeben ; 

und umgekehrt todlen wir die Aufgabe: Eine Kwrve zu 
zeichnen, als gelöst ansehen, toenn wir iS o^ A und T konstruiert 
haben. 

Zur Übung'"*': SSjAff||tf,, SÄiA^^tj,; 5Ä^A^<7||(7^; 
"SobSi A ffff^; Sqo-S, Acoffo'j^; SooS, oo A «Oj. 
" 57. Kupvendpeieek. 

Aufgabe : Von einer Kurve Aufgabe : Von einem Strah- 

zweiter Ordnung sind drei lenbüschel zweiter Ordnung 
Punkte und die Tangenten sind drei Strahlen und die 
in zweien dieser Punkte ge- Berührungspunkte in zweien 
geben; man soll die Tangente dieser Strahlen gegeben; man 
des dritten Punktes zeichnen, soll den Berührungspunkt des 
dritten Strahls zeichnen. 
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Krumme Gmndgebilde. Nr. 57— 58. 



und A S (Fig. 4' 



Lösung: Die Seiten A S, 
gebenen Kurvendreiecbs 
A S S^ mögen die ge- 
gebenen Tangenten der 
Gegeneeken S und S^ in 
den Punkten K und K^ 
sehneiden. Die gesuchte 
Tangente des Kurven- 
punktes A ist von A T 
durch S und S, harmonisch 
getrennt '*'■', Den von A T 
dnrch Ä und S^ harmonisch 
getrennten Strahl können 
wir aber vermittelst des 
Vierecks SS, KK^, von 
dem A und T zwei Dia- '" Fig.«, 

gonalpunkte sind, finden, 

indem wir den dritten Diagonalpunkt K^, den Schnittpunkt 
der Gegenselten S S, und K K,, zeichnen. 

Die drei Punkte K K, K^, die nach unserer Kon- 
struktion in einer Gerade liegen, sind die Punkte, in denen 
die Seiten nnsers Kurvendreiecks die Tangenten der Gegen- 
ecken sehneiden. Daher 




Dreieckssatz : Die drei 
Punkte, in denen die Seiten 
eines Kurvendreieeks die 
Tangenten der Gegenecken 
sehneiden , liegen in einer 
Gerade. 



Dreiseitssatz : Die drei Ge- 
raden, welche die Ecken eines 
Böseheldreiseits mit den Be- 
rührungspunkten der Gegen- 
seiten verbinden, gehen durch 
einen Punkt. 



Die Pasealsche Gerade des Kurvendreiecks erhält man'** *> 



ans dem Schema 112 2 3 3. 
58. Kupvendpelseft. 

Aufgabe : Von einer Kurve 
zweiter Ordnung sind drei 
Tangenten und die Be- 
rührungspunkte in zweien 
dieser Tangenten gegeben ; 
man soll den Berührunge- 
punkt der dritten Tangente 
zeichnen. 

Böget, EbeiB Geometris dei Lage. 



Aufgabe : Von einem Strah- 
lenbüschel zweiter Ordnung 
sind drei Berührungspunkte 
und die Strahlen durch zwei 
dieser Berührungspunkte ge- 
geben; man soll den Strahl 
des dritten Berührungspunktes 
zeichnen. 
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66 !• Der Kegelscliuitt, 

Lösung : Die Tangenten der beiden gegebenen Punkte S 
und S^ (Fig. 47) mögen von der dritten gegebenen Tangente 
in T^ und 7\ geschnitten werden. Die Seite ä S^ schneidet 
dann die dritte Tangente T^ T^ in einem Punkte iT,, der 
von der gesuchten Gegenecke A durch T, und 7\ <"'> har- 
monisch getrennt ist. Den von K^ durch 3', und 1\ 
harmonisch getrennten Punkt können wir aber vermittelst 
des Vierecks S S^ T, T^, von dem T nnd K^ rwei Diagonal- 
punkte sind, finden, indem wir den dritten Diagonalpunkt J, 
den Schnittpunkt von S T^ und S^ 1\, zeichnen: die Ver- 
bindungslinie der beiden Diagonalpunkte T und J sehneidet 
dann die Tangente T^ T^ in dem gesuchten Berührungs- 
punkte Al^*-!. 

Die drei Verbindungslinien S T^, S^ T, und TA, welche 
nach unserer Konstruktion durch einen Punkt (J) gehen, sind 
die Geraden, welche die Ecken des gegebenen Kurvendreiseits 
mit den Berührungspunkten der Gegenseiten verbinden. Daher 
Dreiseitssatz : Die drei j Dreieckssatz : Die drei 
Geraden, welche die Ecken Punkte, in denen die Seiten 
eines Kurvendreiseits mit j eines Buscbeldreiecks die 
den Berührungspunkten der i Tangenten der Gegeneeken 
Gegenseiten verbinden, gehen I schneiden, liegen in einer 
durch einen Punkt. | Gerade, 

2 Zusatz. Haben wir den Berührungspunkt der dritten 

Tangente gezeichnet, so können wir aus S S, A und T die 
durch die gegebenen Stücke bestimmte Kurve zeichnen i=^ ^i; 
die vorhergehende Konstruktion löst daher die 

Aufgabe: Eine Kurve zweit er Aufgabe : Einen Strahlen- 
Ordnung zu zeichnen, von der büschel zweiter Ordnung zu 
drei Tangenten und die Be- zeicimen, von dem drei Be- 
rtlhrußgspunkte in zweien rührungspuukte und die Tan- 
dieser Tangenten gegeben gentcn in zweien dieser Be- 
sind, rühmngs punkte gegeben sind. 

•^ 59. Kupvenviereck und zugreordnetes Kurven- 
viepseit. Sind A A B r (Fig. 48) vier Kurvenpunkte und 
ö die Tangente in A, so wissen wir'^*', weil die Tangenten 
in A und A sich in der der Vierecksseite ÄA zugeordneten*'^^* 
Diagonallinie QJi schneiden müssen, dafs die Tangente a 
der Ecke A durch den Punkt A geht, in dem ö von der 
Diagonallinie Q-ft geschnitten wird. In derselben Weise 
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§ 4. Krumme Grundgeliilde, Nr. 59, g7 

ergiebt sich, dafs die Tangenten ß nnd ;- in B und T darch 
die Puniite B und C gehen mllssen, in denen 6 von den 
Diagonalünien R P und f Q geselimtten wird. 




Betracliten wir das Kurvendreieelc A A B, so wird"''>i 
der Punkt K, in dem die Seite A B die Tangente Ö der 
Gegeneeke A seimeidet, von dieser Gegeneeke Ä durch A 
und B, die Sehoitt{iunkte von d mit den Tangenten in den 
beiden andern Ecken, harmonisch getrennt. Verbinden wir 
B mit diesen vier harmomsehen Punkten h.K.AB, so er- 
halten wir vier harmonische Strahlen, die die Diagonallinie 
Q R in den vier harmonischen l^'«' Punkten QR.AA^^ 
schneiden, wenn wir mit A^ den Punkt bezeichnen, in dem 
die Tangente B ö = ß die Diagonallinie Q R schneidet. 
Durch denselben, von A durch Q und Ji harmonisch ge- 
trennten Punkt A^ geht die Tangente r C = y(^^^K — Ent- 
sprechendes läfst sich für die Gegenecken -B-B^ nnd die 
Diagonalponkte R P ond schliefslieh flir CC^. PQ zeigen. 

Nennen wir den Inbegriff der vier Tangenten Saßy 
das dem Kurvenviereck A A B T zugeordnete Knrvenvierseit, 
80 können wir das Ergebnis so ausdrücken: 



Jedes Kurvenviereck Jiat mit 
d&n zugeordneten Kurvermerseit 
das Diagonaldreieck gemeinsam ; 
je zwei Gegenecken des Kurven- 
viers&is werden durch zwei 
Diagonalpunkte harmonisch ge- 
trennt. 



Jedes Süschelvierseit hat mit 
dem z%igeordneten Büscltetviereck 
das ZHagoTuddreiseit gemeiv;- 
sam.\ je zwei Gegenseiten des- 
Büschelvierecks werden durch 
zwei ZHagonaüinien fiarmonisch 
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68 I- Der Kegelsctiiiitt. 

60. Identität von Punktreihe und Stpahlenbüsehel 
zweiter Ordnung. Es seien ä und S, (Fig. 49) zwei 
beliebige Punkte einer Kurve und ff nud a, ihre Tangenten, 
Ist dann A irgend ein weiterer Punkt der Knrve, so ist die 
Knrve gegeben durch SS^A und T=aa,'^^^^ und neue 
Knrvenpunkte Ä werden gefunden, indem man die in den 
Seiten AS^ und AS liegenden Punkte ß und I)^, die mit 
T in einer Gerade liegen, ans S und S, projiziert''*^'. 

Wiederholen wir nun die Betrachtungen von Nr. 49, 
90 gelangen wir zu einem wichtigen Satz. — Von dem 
Viereck S S^ A A sind D und D^ zwei Diagonalpunkte. 
Bezeichnen wir den dritten, den Schnittpunkt der Gegen- 
seiten SSj und A A, durch B, so läfat sich zeigen, dafs, 
während die Diagonallinie B i>, sieh um den Punkt T 
dreht, auch die beiden 
andern Diagonallinien 
DR und Z>^ R sieh um 
feste Punkte drehen. 

Weil die beiden 
Gegenseiten S A und 
S^ A, die sich im Dia- 

gonalponkt D 
schneiden, durch die 
beiden andern Dia- 
gonalpunkte i>, und R 
' harmonisch getrennt 

^' *'■ werden lä*'l, so geht 

D It durch den von T durch 5 und A 5, harmonisch ge- 
trennten <ä''>, festen (^o.) Punkt T, ; ebenso geht Z>, R durch den 
von T durch S^ und A S harmonisch getrennten, festen Punkt T^ . 
Weil ferner <^'> die Tangenten in S und Ä, da die Seite 
S A durch den Diagonalpunkt D geht, sieh auf der Diagonal- 
linie -Dl R schneiden müssen, so geht die Tangente von A 
durch den Punkt M, in welchem die Tangente .S T von 
X>^ R geschnitten wird. Aus denselben Gründen geht die 
Tangente von A durch den Punkt A", in dem die Tangente 
Sj T von der Diagonallinie B R geschnitten wird. Bewegt 
sieh nun der Punkt 1> in A S^, so haben wir*"*': 
MlT,mDAT\-I>[T,]7^N. 
Die Punkte M und N also, in denen die Tangenten 
einer Kurve zweiter Ordnung zwei beliebige a und a^ unter 
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§ 4. Krurame Gnmdgebilde. Nr. 60—61. 69 

ihnen schneiden, sind projektiv aufeinander bezogen ; die 
Tangenten einer Knrye zweiter Ordnung lassen sich daher 
anffassen als die Verbindungslinien homologer Punkte zweier 
projektiven geraden Punktreihen. Den Inbegriff dieser 
Verbindungslinien aber haben wir einen krummen Strahlen- 
bttschel genannt 1^^', so dafs wir haben: 

IHe Tangenten einet- krum- j Die B&rüliTungapunkte der 
men, Punktr&Jie bilden einen Stra/Uenetneskrummen Büschels 
krummen Strahlenbüschel. \ hiiden eine krmnme Punktreifie. 

Was wir demnach von den Strahlen eines krummen 
BOschels bewiesen haben, gilt aneh von den Tangenten 
einer krummen Punktreihe und umgekehrt, so dafs wir in 
Zukunft statt von einem krummen StrahlenbUsehel von einem 
TangentenbüscJtel sprechen und auf ihn die bisher rechts 
gestellten Sätze anwenden können; von einem krummen 
Büschel sagen wir, dafs seine Strahlen eine krumme Punkt- 
reihe umhüllen. — 

Aus unserm Beweise (Fig. 49) ergiebt sich noch die 
Kette perspektiver Glieder 

A(A)A-R[T,]KJ/. 

In Worten : Wenn wir dem Stra/Ue des beliebigen Kurven- 
piinlctes A, der den Kvrvenpunkt A projiziert, den Punkt der 
beliebigen Tangente a zuordnen, in dem sie von der Tangente d 
des Kurvenjiunktes A geschnitten wird, so ist der Strahlenbihcftel 
des Kfirvenpunktes projektiv auf die Punktreüie der Tangente bezogen. 

Zusatz. Aus den vielen neuen Sätzen, die sich mit z 
einem Schlage daraus ergeben, dafs die rechts gestellten 
Sätze auch Aussagen über krumme Puukfreihen enthalten, 
heben wir vorläufig nur den folgenden hervor, der sich aus 
Nr. 49 ergiebt. Während wir bisher nur wufsten, dafs eine 
Kurve bestimmt ist durch 5 Punkte; 4 Punkte und 1 Tangente; 
3 Punkte und 2 Tangenten können wir jetzt hinzuÄgen: 
dnrch 3 Punkte und 3 Tangenten; 1 Punkt und 4 Tangenten; 
5 Tangenten. (Der Übersichtlichkeit wegen ist bei dieser 
Aufzählung nicht überall die Bedingung hinzugefügt, dafs 
Punkte und Tangenten, so weit sie paarweise auftreten, in 
einander fallen müssen). 

61. Kurvenvierseit. si 

Aufgabe: Von einer Kurve sind vier Tangeuten 
und der Berührungspunkt in einer dieser *" 
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70 I- Der Kegelacliuiti. 

gegeben; man soll die RerUbrungspunkte der übrigen 
Tangenten zeichnen. 

Lösöng : Das Diagoiialdreieck BB^R (Fig. 50) des 
gegebenen Kurvenvierseits a a.a ß ist zngleiehi^^l das 
Diagonaldreieek des gesuchten Kurvenviereeks 5 Sj A B. Da 
non die Tangente a des gegebenen Punktes >S und die 



2; 

Tangente des gesuchten Punktes -Sj sich auf der Diagonal- 
linie BB^ schneiden, so mufs die Seite ää, durch den 
dritten Diagonalpniikt R gehen '^"*. Wir erhalten also 5^ 
vermittelst der Gerade SÄ. — In ähnlicher Weise findet 
man die übrigen Berührungspunkte, - — 

Haben wir in der angegebenen Weise die Berührungs- 
punkte der Tangenten «r^ und a gezeichnet, so können wir 
aus SB^k und T die durch die gegebenen Stücke bestimmte 
Kurve zeichnen '^^ ^' ; die vorhergehende Konstruktion löst 
daher die 

■Aufgabe : Eine Kurve zweifer Ordnung zu zeichnen, 

von der vier Tangenten und der Berührungspunkt in 

der einen dieser Tangenten gegeben ist. 

In Zeichen: Saa^aß. 

z Zusatz* In Nr. 43 zeigten wir, dafs jeder Schnitt eines 

Kreiskegels eine krumme Punktreihe ist. Wir kehren zu 
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§ 4. Knimiiie GniDdgebilde, Nr. 61. 71 

dem Beweise zurllck, nm ihm eine im folgenden benutzte 
Bemerliung hinzuzufügen. 

Wir wählten '**' zwei beliebige Punkte S und S^ des 
Kreises zu Mittelpunkten zweier Strahlenbüsehel abe... und 
flj b^c^.. ,, die wir vermittelst der Kreislinie projektiv auf- 
einander bezogen; die Ebenen ctßy... und a^ß^y^..., die 
diese Strahlenbüsehel aus den durch S und S^ gehenden 
Kegelseiten 8 und s^ projizierten, schnitten dann jede Ebene 
e m zwei projektiven StrahlenbUscheln a' b'c' ... /^a/ft^'c/... 
Wir richten jetzt unser Augenmerk auf die Kreistangente m^ 
in Sj , die dem Strahl S 5, = m entspricht l'^) ; die Ebene ft, , 
welche m, aus der Kegeiseite Sj projiziert, schneidet e in 
dem Strahl m^\ der dem Strahle »i'~5'S/ entspricht; 
nij' ist daher(^" die Tangente der in e liegenden krummen 
Punktreihe. Da S ein beliebiger Punkt des Kreises ist, 
so haben wir : Die Projektion jeder Kreistangente ist eine 
Tangente der in e liegenden krummen Punktreihe. — 

Mit Hülfe dieser Bemerkung können wir nun die 
Unikehrung von Nr. 43 beweisen, also den 

Lehrsatz : Jede krumme Punktreihe ist ein Kegel- 
schnitt oder 

Krumme Punktreihe und Kegelschnitt sind identische 
Linien. 

Die krumme Punktreihe, von der wir aasgehen, wollen 
wir durch S- bezeichnen und die Ebene, in der S^ liegt, 
durch e. Ist a eine beliebige Tangente von S^ und A ihr 
Berührungspunkt, so legen wir durch a eine beliebige Ebene 
■3 und zeichnen in dieser irgend einen Kreis, der die Gerade a 
in A berührt. Sind nun bcd irgend drei weitere Tangenten 
von fi-, die a mBCD schneiden, so ziehen wir von -BCZ* 
in (S die drei Tangenten \c^d^ an den Kreis, Die drei 
Ebenen hb^, ccj, dd gehen durch einen Punkt Ä", und der 
Kegel, welcher den Kreis aus K projiziert, schneidet, wie 
wir zeigen wollen, die Ebene e in S-. Nach Nr. 43 
schneidet der Kreiskegel die Ebene e in einer krummen 
Punktreihe. Von dieser krummen Punktreihe, die wir zu- 
nächst S\ nennen wollen, sind hed Tangenten, als Pro- 
jektionen der Kreistangenten h^ c^ d^ ; aufserdem ist a eine 
Tangente und A ein Punkt von S\. Die beiden krummen 
Punktreihen S- und ■''* haben also vier Tangenten und den 
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72 I. Der Kegelsobüitt. 

Berlihnmgspimkt der einen dieser Tangenten gemeinsam 
nnd sind daher'^"^' identisch. 

3 62. Kupvenfiinfseit. 

Aufgabe: Von einer Kurve sind fünf Tangenten 
gegeben, man soll die Berllhrnngspunkte der Tangenten 
finden. 

Lösung: Um die Berührungspunkte S nnd S^ von a 
nnd (Tj zu finden, betrachten wir die Kurvenvierseite üa^aß 
nnd au-^ccy und zeichnen in jedem den Diagonalpunkt, der 
der Ecke au^ zngeordnet istl"*^', vermittelst des Schemas 
oa a^ß und des Schemas a a G^y. Die Gerade, welche die 

in beiden Vierseiten gefundenen Diagonalpunkte R und E. 
verbindet, schneidet a und a^ in den gesuchten Punkten S 
tmd S^'*'). ~ 

Haben wir in der angegebenen Weise die Berührungs- 
punkte S S^k gezeichnet^ so können vrir aus «S ■§, A nnd T 
die durch die gegebenen Stücke bestimmte Kurve zeichnen!^' ^'; 
die vorhergehende Konstruktion löst daher die 

Aufgabe : Eine Kurve zweiter Ordnung zu zeichnen, 

von der fünf Tangenten gegeben sind. 

z Zmaiz. Die Aufgabe läfst sieh noch aut eine andere 

Weise lösen. Da wir jetzt'*"' wissen, dafs das Büsehel- 

fünfseit (^*l identisch ist mit dem Kuryenftinfeeit, so läfst sieh 

der Berührungspunkt z. B. der Tangente a nach dem Schema 

ao aßy finden, indem man den Schnittpunkt der Ver- 
biiidungslinien (ff a) . (y Ö) und (a ß) . {a ö) mit dem Schnitt- 
punkt ßy verbindet. 



§ 5. Die gerade Involution. 

53 63. Involution. In Nr. 38 haben wir eine Pro- 

jektivität ''''' betrachtet, in der ein Element seinem zu- 
geordneten zweifach entspricht Diese besondere Pro- 
jektivität ist für uns ebenso veichtig wie die allgemeine; 
wir führen daher für sie einen neuen I^amen ein durch die 
1, Definition: JEÜne Projeklivität, in der ein Element 
»einem zugeordneten zweifach entspricht, lieifst eine Involution. 
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g ö. Die gerade Involation. Nr. 62—63. 73 

Der FundamCDtalsatz'^^' läfst sich dann so fassen: 

2. Lehrsatz : In einer Involution entspriclst jedes 
Element seinem zugeordneten zweifach. — 

Zwei Gmndgehilde, die eine Involation bilden, heifsen 
involutorisch liegend oder kurz involatoriseh. Den Begrifi^" 
der involatori sehen Lage kann man ausdehnen anf zwei 
ungldcJiartige Grnndgebilde, z. B. auf eine Pnnktreihe s und 
einen Strahlenbllschel S. Ist die projektive Verwandtschaft 
von s und ä durch A BC^abc bestimmt (^^'l und be- 
zeichnen wir die Punkte, in denen >! \on ab geschnitten 
wird, durch Ä^ B^ C„ so sind durch 4 B C/\ 4 5 6 zwei 
projektive Punkti-eihcn in * bestimmt Haben dieie imoli 
torisehe Lage, so sagen wir inch \on der Puiiktre he 
ABC... und deni StrahlenblH hei ab difs sie in 

volntorische Lage haben: 

3. Definition. Eine P inktre he nd ein Strahlen 
htlschel liegen luvolutonseh wenn die P inktreihe und 
der Schnitt!** ihres Tngers m t dem Strahlenbuiehel 
involutorische Lage haben — 

Statt dafs man in Zeichen die mvolut risehe \ erwandt 
Schaft zweier G-rundgebilde ausdruckt durch A i C D 
'/\ A^ A C^ B^ . . .("^>, spricht man auch hiufig -^ on der In 
volution AA^.CCj.DD^ und nennt zwei ho Inge 
Elemente, z. B. AA^. ein Ble e- te jaa der In\ olntion nnd 
zwei solche Elementenpaare, z. B. A A^ .0 C,, einen TT iirj 
der Involution. — Die allgemeine projektive Verwandtschaft 
zweier Grnndgebilde ist bestimmt durch die willkttrliehe 
Annahme der sechs Elemente AB C A^ 5, C^^*; da bei 
der involutorischen Verwandtschaft der Punkt B in A^ und 
B in A tällt'ä^', so kann man nur vier Elemente AAjCGj 
willktirlioh annehmen. Um die Znsammengehörigkeit der 
Elemente kenntlich zu machen, sagt man, dafs die involu- 
torische Verwandtschaft durch den Wurf*'"'' ÄA^.CC^ be- 
stimmt ist. — Da eine Involution aus zwei projektiven Grund- 
gebilden besteht, so ergiebt sich(*''>, dafs eine Involution, 
die dn Ordnnngselement hat, noch ein zweites Ordnungs- 
element hat. — 

Um das, was sich uns über die Involution ergeben bat, 
flir die Anwendung in knapper Form bereit zu haben, 
sprechen wir das Vorstehende noch einmal in kurzen Sätzen 
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74 I. : 

aus, indem wir die Definition in einer Fassung wiederholen, 
die auch für ungleichartige Gebilde gültig ist. Dabei wollen 
wir, trotzdem es nacli der Entstehung der Inyolution eine 
Tautologie ist, besonders aussprechen, dafs die Elemente 
eines involutorischen Grundgebildes und die ihnen involn- 
torisch zugeordneten projektiv sind. 

4. Zirei projektive Grandgehüde liepen involutoriscli 
{bilden eine Involution), wenn ein Element seinem 
homologen zweifach entspricht. 

In Zeichen : Wenn AA^CD...~/^Ä^AC^Dy... 
ist, 80 bilden AA^.CCj.DD^... eine Involution. 

5. Eine Involution ist durch einen Wurf bestimmt. 

6. E'»e Involution, die ein Ordnungsehjnent hat, hat 
noeh ein zweites Ordnungselement. 

7. Die Elemente eines Grunelgebädes und die ihnen 
involutonsch zugeordneten sind einander projekdv. — 

Bezeichnen wir die Ordnnngselemente einer Involution 
durch F und Q und irgend ein weiteres Elementenpaar 
durch ^^,, so ist FQAA^y\PQÄ^Ä; folgiieh«« ist 
P Q . A Aj ein harmonischer Wurf. In Worten; 

8. Bat eine Involution zwei Ordnungselemente, so wird 
jedes Elementenpaar durch die beiden Ordnungselemente 
harmonisch getrmnt. 

A Anmerkung. Eine Involution kann nicht mehr als zwei 

Ordnnngselemente haben ; denn sonst entspräche jedes Ele- 
ment sieh selbsfää''. 



64. Die Vierecksinvolution, 




, Sind ABT (Fig. 51) die 
Ecken eines Dreiecks und 
Aj B^ C^ dreiPunkte in den 
Gegenseiten, die in einer 
Gerade d liegen, so werden, 
wie bewiesen werden soU, 
aas jedem Punkte A die 
drei Ecken und die Punkte 
in den Gegenseiten durch 
Strahlen paare einer Invo- 
lution Ä(A^j.BBj .rc\) 
projiziert. 

Schneiden die drciStrah- 
ien A (A B r) die Gerade 6 
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g fi. Die gerade Involution. Nr. 64^65. 75 

mABC, so ist, wenn wir noch den Schnittpunkt von AA 
und ß r durch P bezeichnen <=' *', 
AA^BC[ii]'^PA^Br[k]^ÄA^ C, S,(»ä'A^j AB, C,. 
Es hüden daher'^^j ^^, .BB^.CC^ ond mithin auch 
A (A ,lj . B ß; . r Cj) oder a a^ . b b^ . c c,^ eine Involution. 

1. Lehrsatz : Die Ecken eines Dreicfks und drei 
Blinkte der Gegenseiten, die in einer Gerade liegen, 
werden ans jedem Punkte durch Strahlenpaare einer 
Involviion projiziert. — 

Da eine Involution durch zwei Stralilonpaare hcstinimt 
istl^'>>, so gilt auch die 

2. Umkehrnng: Den drei Strahlen einer Involution, 
die durch die Ecken eines Dreiecks gehen, »ind drei 
Strahlen homolog, die die Gegenseiten in drei Punkten 
schneiden^ die in einer Gerade liegen. 

Zusatz. Der Inhalt nnscrs Lehrsatzes läfst sich noch z 
in anderer Form wioderg;eben. — Der Punkt A bildet mit 
den Ecken des Dreiecks ABT ein Viereck (Fig. 51), dessen 
Gegenseiten die Gerade d in den Punktpaaren der Involution 
AA^.BB^.CC, schneiden, 

und die Gerade Ö bildet mit den Seiten des Dreiecks 
ein Vierseit , dessen Gegenecken A ^^ . B 5^ . r C, aus A 
durch die Strahlenpaare der Involution aa^ .bb^.cc^ pro- 
jiziert werden. 

Wir können daher unserm Satze die folgenden beiden 
Formen geben: 



Vierecksinvolution. Die 
Punkte, in denen eine beliebige 
Gerade durch die Gegenseiten 
eines Vierecks geschnitten vdrd, 
sind Punktpaare einer In- 
volution. 



Vierseitsinvolution, Die 
Strahlen , durch welche die 
Gegenecken eines Viersäts aus 
einem beliebigen Punkte pro- 
jiziert werden, sind Stralden- 
paare einer Involution. 



Anmerkung. Das Wort Involution wird im engem (und ä 
ursprünglichen) Sinn für den Inbegriff der drei Punktpaare 
gebraucht, in denen eine beliebige Gerade von den Gegen- 
seiten eines Vierecks geschnitten wird, — Die Verall- 
gemeinerung des Satzes geben wir in Nr. 170. 

65. Involutorische Paarung- der Punkte einer ^ 
Gerade. Mit Hülfe des eben ^«*^i gewonnenen Viereckssatzes 
lösen wir die 
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76 ^- Der Kegelschnitt. 

Aufgabe : Die Pankte einer 1 Aufgabe : Die Strahlen 
Gerade involntoriacli zu eines Punktes involutorisch 
paaren. j zu paaren. 

Lösung: Ist der Wurf, der die Involution des Trägers s 
bestimmtf«^'), AAj^.BBj, so läfst sich die Aufgabe durch 
ein Viereck mit drei festen und drei beTvegliehen Seiten in 
folgender Weise lösen. 

Die feste durch A (Fig. 52) gelegte Gerade möge von 
den festen durch B und .B, gelegten Geraden in S und S^ 
geschnitten werden. Um nun 
zum Punkte C den homologen 
C, zu finden, projizieren wir 
C aus 5 auf S, £, und den 
gefundenen Punkt D aus A^ 
auf SB und sehliefslieh den 
gefundenen Punkt .D, aus S^ 
auf den Träger 8. Die Punkte 
C und C^ bilden dann ein 
Punktpaar'"* '''* der durch A A^ 
.BBj bestimmten Involution.— 
Unsere Konstruktion (und Figur) ist im Grunde eine 
Wiederholung der in Nr. 38 (Fig. 33) gegebenen Kon- 
struktion mit der Vereinfaetiung, dafs die dort zum Beweise 
der involutorisehen Lage notwendigen Linien weggelassen 
sind. Das Viereck S S^ _D Z>j mit den drei festen nnd drei 
beweglichen Seiten hiel's damals A^ B A A^. — 

Identisch ist unsere Figur mit der Figur 46. Der (hier 
nicht benutzte) Schnittpunkt A der projektiven Strahlen- 
bliaehel S i? und S^ D^ beschreibt, wenn C sieh in s 
bewegt, eine Kurve, die durch die Ecken des durch die 
drei festen Geraden gebildeten Dreiseits geht und die 
Geraden A^S und A^ S, berührt, 
z Zusatz. Wiederholen wir unsere Konstruktion für den 
Fall, dafs A und A^^ zusammenfallen in P und B und .0, 
in Q, so erkennen wir, dafs C und C^ durch P und Q 
harmonisch getrennt werden'^*'). Da sie perspektiv liegen 
zu den Strahlenböscheln SD und S^D^, die durch Ä^ 
projektiv auf einander bezogen sind, so können wir sagen, 
indem wir das Ergebnis auf beliebige Grundgebilde llber- 
tragen'*'*; 
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g l: Die grerade Invülution. Nr, B6. 77 

Die Elemente eines Grundgebildea und die von ifmen 
dureh zwei feste Elemente harmonisch getrennten dnd ein- 
ander projektiv. Die festen Elemente sind die Ordmmgs- 
elemente der von den einander harmonisch zugeordneten 
Elementen gebildeten Involution, 

In Zeichen; Sind PQ.AA^, PQ.BB^ ii. s. w. har- 
moiiisclie Würfe, so folgt 

PQABA^...'/\PQA^B^Ä... 
Öü. Ordnung'Spunkte einer Involution. Sind A A^ «* 
und B i?j irgend zwei Punktpaare einer in dem Träger s 
liegenden Inyolution und XJC^ irgend ein weiteres Punkt- 
paar , 90 wird , weil'*''* AA^ B X^A^AB^ X, ist , der 
Punkt Xj den Träger s im Sinn<^' A^ A B^ durchlaufen, 
wenn der Punkt X den Träger im Sinn AA^B durch- 
läuft!^"'', s/i^ix unterscheiden nun zwei Fälle. 

I. Der Wurf AA^ .BB, ist elliptisch, d. h.ao.) die 
beiden Punktpaare trennen einander. 
In diesem Fall ist der Sinn A^ A B^ derselbe wie der 
Sinn A A^ B {siehe Fig. 53). Wenn also X die Strecken 

AB,; B,A^; A^B; BA 
durclilänft, durchläuft X, die Strecken 

A^B; B A; A'B,; B^A^. 
Es wird daher keine Strecke von beiden Punkten gleich- 
zeitig durchlaufen; X fallt ^ 
also in keinem Punkt mit ~JS ' ^ ' 
X'j zusammen, d. h.''^'l die -2f ä, 
Involution hat keinen Ord- j-, ' ^ ' ' 
nnngspnnkt: ^s- ^a. 

I, Eine Involution hat keinen Ordnungspunkt, wenn 
einer ihrer Würfe ellipUseh ist. 

II. Der Wurf A A^ . B 5, ist hyperbolisch; d. h.(">') 
die beiden Punktpaare trennen einander nicht. 

In diesem Fall ist der Sinn ,4^ ^l .S^ dem Sinn A ,4j B 
{siehe Fig. 54) entgegengesetzt. Wenn also X die Strecken 

AA,; A,B; BB,; B,A 
durchläuft, durchläuft X^ die Strecken 

A^A; AB,; B,'B; B A^. 
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78 I- Der Kegelsolinitt. 

Da die Strecke A A, sowohl wie ß ' B^ gleichzeitig und 
in entgegengesetztem Sinn durchlaufen wird, so giebt es 

jT _ __ auf der Strecke A A^ und 

" _^ ^, auf der Strecke B' B^ je 

z^ -B einen Pnnkt, in dem X und 

A\ -X, zusammenfallen, einen 

«K- 61- Ordnungspunkt : 

2. Eine Involution hat zwei OrdnimgBpunkte, wenn 
einer iJirer Würfe hi/perboHsck ist. — 

87 67. Parabolischer Wurf. Halten wir von den beiden 

Punktpaaren .1 ^1 . ß B^, die eine Involution bestimmen'^'»', 
drei Punkte AA^ß fest und lassen B^ den Träger durchlaufen, 
so entspricht jeder Lage von B^ eine bestimmte Involution. 
Nehmen wir an, dafs B auf A A^ iiegt, so sehen wir: So 
lange B^ sich aof der Strecke AA^ befindet, hat die 
Involution zwei Ordnungspunktef"*'' ; liegt B^ auf A .4^1*1, 
80 hat die Involution keinen Ordnungspunktl^"'*. Von Inter- 
esse ist nun noch der Augenblick des Übergangs, wo Bj^ 
sich in A, {oder in A) befindet. In diesem Fall ist der 
Worf A Aj^ .B B, weder elliptisch noch hyperbolisch. Wir 
nennen einen solchen Wurf, dessen beide Punktpaare einen 
Punkt (.4^) gemeinsam haben, parabolisch. Suchen wir für 
diese Lage der Pnnkte nach Nr. 65 zu einem beliebigen 
Punkte C den homologen C^, so finden wir, dafs Cj in Aj 
(S,) fällt; es entspricht daher jedem Punkte C der 
Punkt Aj^, d. h. jeder Wurf ist parabolisch. Nennen wir 
den Punkt A^, der allen Punkten (auch sich seihst) ent- 
spricht, einen Ordnungspunkt, so können wir den Satz aus- 
sprechen : 

Eine Involution, hat einen Ordnungspunkt, wenn einer 
ihrer Würfe parabolisch ist. 

» 68. Eine Involution und ihre Würfe. Für die Er- 
gebnisse von Nr. 66 und 67, die sich auf alle Grundgebilde 
übertragen lassen'^'', finden wir einen kurzen Ausdruck, wenn 
vpir noch die folgenden Bezeichnungen einführen: 

1. Definition: Eine gerade Involution heifst elliptisch, 
hyperbolisch oder parabolisch, je nachdem sie kein 
Ordnnngselement, zwd Ordnungselemente oder ein Ord- 
nungselement hat. 
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§6. Projektive Verwandtschaft krummer Grnndgebilrlc. Nr. 67— 69. 7^ 

Da sieh auch noch ergiebt, dafs jeder Wurf z. E. einer 
elliptischen Involution elliptiseli sein mufs, so künnen wir 



2, Eine gerade Involution und ihre Würfe sind gleich- 
tiamig. 



Trojektive Verwandtschaft krummer 
(Trundgebilde. 



(59. Kpumme Würfe. 

Ist S ein bi-liebiger Punkt 
einer Kurve zweiter L'rduung, 
Bo RChneidet jeder Strahl von 
S die Kurve noch in einem 
zweiten Punkte'*^'. Bezeichnen 
wir nun die Punkte, in denen 
die Strahlen ah c und ,'■ von 
5 die Kun"e zum »weiten 
Male schneiden, durch ABT 
nnd -X, so wird, wenn der 
Strahl X sieh um S im Sinn 
aif**' dreht, der Punkt -V 
von A nach B gelangen, ohne 
mit r zusammengefallen zu 
sein; dreht sich dagegen x 
im entgegengCBetzten 8inn, 
so gelangt X von A nach r 
und dann erat nach B: 

1. Ein Pankt X, der eine 
krumme Punktreihe be- 
schreibt , kann auf zwei 
Weisen von einem Punkte A 
nach einem Punkte B ge- 
langen, einmal indem er den 
Pnnit r Überschreitet, das 
andere Mal indem er den 
Pnnkt r nicht überschreitet. 

Wir wollen auch hier wieder 
den ersten 



Ist ;: ein belieliigei Strahl 
eines Büschels zweiter Ord- 
nung, so geht durch jeden 
Punkt von s noch ein zweiter 
Strahl'''^'. Bezeichnen wir nun 
die zweiten Strahlen des 
Büschels, welche durch die 
Punkte ABC und X von s 
gehen, durch af!y und j', so 
wird, wenn der Punkt -Y sich 
aufs im Sinn ABO^^ be- 
wegt, der Strahl .r von a 
nach ß gelangen, ohne mit y 
zusammengefallen zu sein; 
bewegt sich dagegen X im 
entgegeng;e8etzten Sinn , so 
gelangt x von a nach y und 
dann erst nach ß: 

l. Ein Strahl a; der einen 
krummen Strahlenbüschel be- 
sehreibt, kann auf zwei Weisen 
von einem Strahl a nach einem 
Strahl ß gelangen, einmal in- 
dem er den Strahl y über- 
schreitet, das andere Mal in- 
dem er den Strahl y nicht 
überschreitet. 

Wir wollen auch hier wieder 
den ersten Bewegungssinn 
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I. Der Kegelsebnitt. 



^urch AHB, den zweiten 
dm-eli ABT beKeichnen. — 

Setzen wir nun fest, dafs 
der Punkt X die kmmme 
Pnniitreihe im Sinne ABT 
beschreibt, so ist damit eine 
bestimmte Heiken folge der 
Kurvenpunkte festgelegt. Ist 
A irgend ein vierter Punkt 
der Kurve, so kann die 
Reihenfolge der vier Pnnkte 
sein: AABT, ABiT oder 
A B r A, Fassen wir die vier 
Punkte zu zwei Punktpaaren 
zusammen , deren Inbegriff 
wir zum Unterschied von 
einem geraden Pnnktwnrf*"*"' 
einen h'ummen Pwnklwurf 
nennen, so kann in dem Wurf 
A B . r A, je nach der Lage 
des Punktes Ä, das Punkt- 
paar A B das Punktpaar V A 
trejiTien (bei der Reihenfolge 
A A B r) oder nicht trennen 
(bei der Reihenfolge A B A f 
und bei der Reihenfolge A B 
r A). Berücksichtigen wir auch 
noch den Fall, dafa A in A 
(oder in B) fällt, so können 
wir für den krummen Punkt- 
warf, wie wir es für den ge- 
raden gethan haben"" "- '"J, die 
drei Definitionen aufetelleu ; 

2. Ein krumiiier Punktwurf 
keifst eUipUsek, wenn seine 
Punktpaare einander trennen; 
hyperbdiseh, wenn seine Punkt- 
paa/re einander nio/it trennen; 
parabolisch, wenn die beiden 
Punktpaare einen Punkt ge- 
mmtaam, hohen. — 



durch ayß, den /weiten durch 
aß y bezeichnen. — 

Setzen M-ir nun fest, dafs 
der Strahl « den krummen 
Strahlenbilschel im Sinne aßy 
besehreibt, so ist damit eine 
bestimmte Reihenfolge der 
Btischelstrahlen festgelegt. Ist 
iJ irgend ein vierter Strahl 
des Büschels, so kann die 
Reihenfolge der vier Strahlen 
sein: aäßy^aßäy nA&Taßyd. 
Fassen wir die vier Strahlen 
zu zwei Strahlenpaaren zu- 
sammen, deren Inbegriff wir 
zum Unterschied von einem 
geraden'"! Strahlenwnrf einen 
krummen Strahlenwurf nenmia, 
so kann in dem Wurf a /i . 7 <?, 
je nach der Lage des Strahles 
ö, das Strahlenpaar a ß das 
Strahlenpaar y 6 trennen (hei 
der Reihenfolge aä ßy) oder 
nicht trennen (bei der Reihen- 
folge a ßdy und bei der 
Reihenfolge aßyö). Berück- 
sichtigen wir auch noch den 
Fall, dafs c> in « {oder in ß) 
fällt, so kiJnneu wir für den 
krummen Strahlenwurf, wie 
wir es für den geraden ge- 
than haben, die drei Defini- 
tionen aufstellen: 

2. Mn krummer Strahlen- 
wurf keifst elliptisch, wenn 



trennen; hyperbolisch y wenn 
seine Straldenpaare einander 
nicht trennen ; parabolisch, wenn 
die beiden Strahlenpaare einen 
Strahl gemeinsam haben. — 



y Google 



6. Projektive Verwandtschaft krummer Gruudgeljilde. Nr. 70. gl 
Vier Karvenponkte A B r A 1 Vier ßüschelatrahien aßyö 



werden aus irgeüd zwei wei- 
tem Kurvenpunkten S und 
S^ durch zwei projektive 
Strahl engruppen S (A B T A) 
Ä Sj (A B r A) projiziert (^o). 
Da zwei projektive Strablen- 
gruppen die Endglieder einer 
Kette von Perspektiven Glie- 
dern sindl^""', so folgt aus 
Nr. llj, dafs zwei projektive 
Strah lengrnppen immer gleich- 
namig sind; daher: 

3. Ein krummer Punkt- 
WTirf wird aus jedem Kur- 
venpunkt durch einen gleicb- 
namigen Straldenwurf pro- 
jiziert. 

Hieraus folgt, dafs Nr, 10^ 
sich auf krumme Pnnktwiirfe 
aasdehnen läfst: 

4. Von den drei krummen 
Würfen, die man aus »ner 
Kurvenpunkten büden kann, 
sind zwei hyperhoUsck und einer 
elliptisch. 



schneiden irgend zwei weitere 
Büseheiatrahlen s nnd s^ in 
zwei projektiven Punkt^p- 
pcn s(a/^y^) A«,/«/?/^)!™'. 
Da zwei projektive Punkt- 
gruppen die Endglieder einer 
Kette von Perspektiven Glie- 
dern sind'^"!*, so folgt ans 
Nr. 11,, dafs zwei projektive 
Punktgruppen immer gleich- 
namig sind; daher: 

3. Ein krummer Strahlen- 
wurf schneidet jeden Büaehel- 
strahl in einem gleichnamigen 
Punktwurf. 



folgt, dafs Nr. 11„ 
sich auf krumme Htrahlen- 
wllrfe ausdehnen lälst: 

4. Von dert, drei hmmmen 
Würfen, die man aus vier 
BüschelstraM&n bilden kann, 
sind zwm hyperbolisch und 
einer elliptisch. 

Anmerkung. Weil fUr einen krummen StrahlenbUsehel a 
unsere Bettaehtungen der Voratelinng schwerer zugänglich 
sind als lUr eine krumme Punktreihe, so sind noch einmal'^*' 
die dualenC* Begründungen hinzugefttgt 

70. Hapraonische Elemente eines krummen Grund- 'i 
g:ebildes. Diese und die folgende Nummer dienen dazu, 
die Worte harmonisch und projektiv auf die krumme Punkt- 
reihe und den krummen StrahlenbUsehel zu Übertragen. 
Diese Übertragung wird vermittelt durch die geraden Ge- 
bilde und stützt sich auf den Satzi'"' von der projektiven 
Verwandtschaft gerader Gebilde, die perspektiv zu einem 
krummen Gebilde liegen. Sie bietet uns vor allem den 
Vorteil gröfserer Kürze beim Übersetzen unserer geome- 
trischen Ergebnisse ins Deutsche, da wir beim Aussprechen 

BSger, Eben« Geometrie dei L^e, 6 
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82 I- Der Kegelschnitt. 

unserer Sätze die beim Beweise 
Gebilde weglassen können. — 



geraden 



1. Definition: Vier Punkte 
einer krummen Punktreihe 
heifaen harmonisch , wenn 
sie aus dnein Punkte der 
Kurve durch vier harmo- 
nische Strahlen projiziert 
werden. 

2. Lehreatz; Vier har- 
monische Punkte einer krummen 
PunHrdhe werden aus jedem 
Kurvenpunkte cltircJt vier har- 
monische Straläen projistert^^'^^. 

S. Lehrsatz : Durch ein 
Punktpaar und einen Punkt 
einer krummen Punktreihe ist 
der vierte harmonische Punkt 
bestimmt '^ä'. 

4. Lehrsatz: Bilden vier 
Punkte einer krummen 
Ponktreihe einen harmo- 
nischen Wurf, 80 geht der 
Träger des einen Punkt- 
paarCB durch den Punkt, in 
dem sich die beiden Tan- 
genten des andern Punkt- 
paares schneiden. 



1. Definition: Vier Strahlen 
eines krummen Strahl en- 
btlschels heifsen harmonisch, 
wenn sie einen Strahl des 
Büschels in vier harmo- 
nischen Funkten schneiden. 

2. Lehrsatz: Vier /tar- 
inoniseJie Strahlen eines krum- 
men Strahlenbüschds schneiden 
jeden Biischelstrahl in vier 
Jiarmomschen Punkten. 

3. Lehrsatz : Durch ein 
Strahlenpaat und einen Strahl 
eines krummen Strahlen- 
büsehels ist der vierte har- 
monische Strahl bestimmt. 

4. Lehrsatz: Bilden vier 
Strahlen eines krummen 
StrahlenbUsehels einen har- 
monischen Warf, so liegt 
der Schnittpunkt des einen 
Strahlen paares auf der Ge- 
rade, die die beiden Bcrlllir- 
ungsp unkte des andern 
Strablenpaares verbindet. 



Beweis: Projizieren wir den krummen harmonischen 
Wurf A B . r A aas A und B, so erhalten wir l'""' die beiden 
harmonischen StrahlenwUrfe A (A B . r A) und B (A B . r A) ; 
folglich (^'J A(ABrA}XB(BArA). Da dem Strahl AB 
der Strahl 8 A homolog ist, so schneiden sich l^*' die 
Projektionsstrahlen A A und B B, das sind'*" ^J die Tangenten 
in A und B, auf der Verbindungslinie TA. — ■ 

Da durch das Punktpaar A B und den Punkt r der 

vierte harmonische Punkt A bestimmt ist*^"'', so gilt auch die 

5. Umkehrung; Geht der 1 5. Umkehrung: Liegt der 

Träger des einen von zwei Schnittpunkt des einen von 

Punktpaaren einer krummen | zwei Strahlenpaaren eines 
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Reihe durch den Punkt in 
dem sieh die Tangenten des 
andern Paares schneiden, so 
bilden die beiden Punktpaare 
einen harmoniselten fturt 



I Grunis^ebille Ni 
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krummen BUsehel'. in der 
Geride die die Berührungs- 
punkte des andern Strahlen- 
paires \ erbindet to bilden 
die beiden Strihlenpaare 
einen harmonischen Wnrf 

71. Projektive Verwandtschaft krummer Grund- 7i 



gebilde. 

1. Definition: Die Punkte 
AB C... einer geraden Punkt- 
reihe (Die Strahlen ahn... eines 
geraden BUsehels) heifsen zu 
den Punkten ABT... einer 
krummen Punktreihe A- pro- 
jektiv, wenn der Htrahlen- 
bttsehel, der die Knrven- 
punkte A B r . . . aus irgend 
einem Kurvenpunkte S pro- 
jiziert, projektiv ist zn der 
Punktreihe AB C ...{zw dem 
StrahlenbUschel abr...). 

2. Definition: Die Punkte 
A B r . . . einer krummen 
Punktreihe k^ heifsen pro- 
jektiv zu den i^unkten 
Aj Bj Tj . . . einer krummen 
Punktreihe U\, wenn der 
Strahlenbttsehel, der A B r... 
aus einem Punkte >■' von k- 
projiziert, projektiv ist zu 
dem Strahlenbusche!, der die 
Punkte A^B^r,. . . aus irgend 
einem Punkte S, von ^t pro- 
jiziert. 

3. Lehrsatz: Projiziert man 
jede von zwei projektiven 
krummen Punktreihen aus 
einem beliebigen ihrerPunkte, 
so erhält man zwei projek- 
tive gerade Strahlenhüschel''"'. 



1. Definition: Die Strahlen 
abc ... eines geraden 
Büschels (Die Punkte ABC... 
einer geraden Punktreihe) 
heifsen zu den Strahlena^y. . . 
eines krummen Strahlen- 
büschels x^ projektiv, wenn 
die Punktreihe, in der die 
BUschelstrahlen aßy . . . ir- 
gend einen BUschelstrahl a 
schneiden, projektiv ist zu 
dem Strahlenbüsehel abo ... 
(zu der Punktreihe ABC...). 

2. Definition; Die Strahlen 
aßy... eines krummen 
Strahlenbiischels ■/^ heifsen 
projektiv zu den Strahlen 
a,ß,y^■ . . eines krummen 
Strahlenbüschels x^„ wenn 
die Punktreihe, die aßy... 
in irgend einem Strahl s 
von Ttr ausschneiden, pro- 
jektiv ist zu der Punktreihe, 
die die Strahlen «, ft ;", • . in 
irgend einem Strahl s^ von z^ 



3, Lehrsatz: Schneidet man 
jeden von zwei projektiven 
krummen StrahlenbUscheln 
durch einen beliebigen seiner 
Strahlen, so erhält man zwei 
projektive geradePunktreihen. 
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4. Definition: Eine kramme Punktreihe and ein 
krummer Strahlenbüschel heifsen projektiv, wenn der 
Strahlenbiisehel, der die Piinktreüie aus einem ihrer 
Punkte projiziert, projektiv ist der Punktreihe, die der 
Strahlenbiisehel in emem seiner Strahlen ausschneidet. 

Wenn wir den von den Tangenten einer krummen 
Punktreihe gebildeten krummen Str^lenbUschel f^^" den der 
Punktreihe zugeordneten TangentenbUsehel nennen, so läfst 
sich der zweite Satz in Nr. 60 kurz so aussprechen: 

5. Lehrsatz : Eine krumme Punktreihe und der ilir 
zugeordnete Tangentenbüschel sind einander projekdv. 

In Zeichen: Sind A B r & irgend vier Punkte 

einer knmimen Punktreihe und a ßy d ihre Tangenten, 

so ist A B TAX aßyd. 

Die weitern Sätze sprechen wir für Punktreihe und 

Strahlenbüsehel gemeinsam ans, indem wir jedem Satz die 

Nnmmer hinzufügen, auf die er sich stützt. 

6. Sind zwei krumme Grrundgebilde einem driften 
geraden oder krummen Grandgebilde projektiv, so 
sind sie einander projektiv*^''''. 

7. In zwei krummen projektiven Grundgehilden 
sind vier Elementen, die einen harmonischen Wurf 
bilden, vier Elemente homolog, die wieder einen har- 
monischen Wurf bilden '^''•'. 

8. Wenn zwei projektive krumme Grundgebilde, die 
in einander liegen, drd Elemente entsprechend gemein 
haben, so haben sie jedes Element entsprechend 
gemein*"''. 

9. I^ie projektive VerwamÜschafl zwischen zwei krum- 
men Grundgehilden wt durch drei Paar homologe Ele- 
mente bestimmt ''**'. 

'2 72. Die krumme Involution. Nachdem wir in den 
beiden vorhergehenden Nummern die Worte harmonisch 
und projektiv auf die krummen Gebilde übertragen 
haben, stellen wir im folgenden die Sätze zusammen, die 
sich aus den über gerade Involutionen bewiesenen tür die 
krumme Punktreihe und den krummen Strahienbüsehel ohne 
weiteres ergehen. 

1. Der InhegrifF zweier projektiven krummen Grund- 
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., Projektive Verwandtschaft krammer Grnüdgebilde. Nr. 72—73. 85 

gebilde, die in einander Hegen, lieifst eine krumme 
Projektivität '^"''. 

2. £!ine knimme ProjekUvität, m der ein Element 
seinem homdogen zvmfaek entspricht, heißt eine kruttiTne 
Invohtüon t*^"'. 

3. In einer krummen Involution entspricht jedes Ele- 
meift seinem zugeordneten zweifach ^^\ 

4. Sne Tenimme Involution ist durch einen Wurf be- 
stimmt '^'. 

5. Eine krumme Involution, die ein Oi dnungselefnent 
hat, hat noch ein zweites Ordnungsetement^*^> 

6. Sne hmrnme Involution keifst eäiptisfh, hyperboltsth 
oder parabolisch, Je nacltdem sie kein Ordnungselement, 
noei Ordnungselemente oder ein Ordnung<^lement hat^^^'^ 

7. Eine krumme Involution und the Wterfe nnJ 



. Die Elemente eines krummen Grundgehddts und 
die ihnen invotutoriseh zugeordneten sind emandei pro- 
jektiv '^>. 

9. Ist eine krumme Involution hyperbolisch, so utid 
jedes Ekmentenpaar durch die beiden Ordnungselemente 
harmonisch t 



73. Ppojektionsachse. In einer Kurve sei uni eme -s 
krumme Projektivität '■''^•^ S A B . . X S, A, B, (Fig 551 ^e 
geben. Projizieren wir die Punkte SAB aus dem 
Punkte Sj und die homologen Punkte S^ A^ B^ aus b, 
so erhalten wir die beiden projektiven C'«' fetralilenbUaehel 
S,{SAB..)^S (Ä, A, ß^ . .). Da die Verbindungslinie 6 *:, 
der Mittelpunkte sieti selbst entspricht, ao liegen die bthnitt 
punkte homologer Strahlen 

in einer Gerade p l-'^', die --f^:^^^ 

bestimmt ist durch den . y^K-'/xX 

Schnittpunkt der Strahlen ^ .^^ / jt^ 

Sj A und S A, und den ';ö^-~ii?— 5-i'^iU^ Ä 

Schnittpunkt der Strahlen 'Sk. , /\5c^ 

S^B und SBj. Diese Ge- \ ß^-<\ // ^' 

rade f ist die Pascalsche ^i\^\ "^V 

Gerade des Kurvenseehseeka V,—-^^^'^ ' 

ÖÄ, B ^Ä B, ; auf ihr schnei- ^''«- ^=- 

den sieh daher l^^' auch noch die Verbindungslinien A^ B 
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und AB,. Würden wir also die beiden projektiven krum- 
men Punktreilieu nicht aus S^ und S, sondern aus A^ und A 
projiziert haben, so hätten wir dieselbe Gerade p erhalten. 
Die Gerade p, die demnach nur abhängig ist von der Pro- 
jektivität, nicht aber von der Wahl des Pnnktes S, (S), heilst 
die Projektiomaclise (Projektivitätsaehse) der krummen Pro- 
jektivität S A B . . X S^ A, B^ . . . 

Lehrsatz: Die Gerade, welche einen beliebigen 
Punkt A einer knunmen Projektivität mit dem eben- 
falls beliebigen Punkte Ej verbindet, aehneidet die 
Gerade, die die homologen Punkte A^ und E verbindet, 
in einem Punkte der Projektionsaehse (Vergl. 36). 
A Anmerhun(^. Beschranken wir diesen Satz auf drei 

Paar homologe Punkte und befreien ihn vom Begriff der 
projektiven Verwandtschaft <^^ ^', so erkennen wir, dafs er 
nur eine andere Form des Pascalsehen Satzes ist. — ■ Da 
wir I** Kwei Geraden als einen besondem Fall einer krum- 
men Panktreihe auffassen können, so läfst sich aach der 
Satz 36 als ein besonderer Fall des eben bewiesenen 



!* 74. Konstruktion einer krummen Projektivität. 
Will mau zwei krumme Punktreihen, die in einander liegen, 
projektiv so auf einander beziehen, dafa den PunktenSAB 
die Punkte Sj A^ Bj homolog werden, so kann man "''' die 
Punkte SAß aus einem beliebigen Kurvenpnnkte nnd 
S, Aj B( aus einem zweiten beliebigen Kurvenpunkte pro- 
jizieren und die erhaltenen geraden Strahlenbüschel pro- 
jektiv anf einander beziehen'^". Eine einfachere Kon- 
struktion ergiebt sich mit Hülfe der Projektionsaehse ''"' : 

Wir konstruieren die Projektionsachse p als Pascalsehe 
Gerade des Kurvenseehsecks S A, B S^ A Bj (Fig. 55) und 
bestimmen dann zu einem beliebigen Punkte A den homo- 
logen Ai verndttelst des Strahles von S (oder A oder B), 
der p in demselben Punkte sehneidet wie S^ A (oder A^ A 
oder B^ A). 

z Zusatz. Schneidet die Projektionsaciise f die Kurve 
in den Punkten K und L, so ergiebt unsere Konstruktion, 
dafs der PunJvt K mit seinem homologen Ä", und ebenso 
L mit Xj zusammenfällt, dafs also die Schnittpunkte der 
Projektionsaehse mit der Kurve die Ordnongspunkte der 
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Projektivität sind. Ebenso ergiebt sieh omgekehrt, dafs 
die Verbindungslinie der Ordnungsponkte die Projektions- 
aebse ist. 

Eine krumme Projektivität hat demoaeh zwei Ordnungs- 
punkte oder keinen Ordnungspunkt, je nachdem die Pro- 
jektionsaehse zwei Punkte oder keinen Punkt mit der Kurve 
gemeinsam hat. Wir können noch hinzuftigen, dafs die 
Projektivität einen Ordnungspunkt hat, wenn die Projektions- 
aehse eine Tangente der Kurve ist. 

75. Ordnungselemente einer geraden Projektivität. 't 

Die vorhergehende Konstruktion läfst sich auch für jede 
gerade Projektivität verwerten. Wir wählen als Beispiel 
zwei in einem und demselben Trager t liegende projektive 
gerade Punktreihen ABf/^ 4, -B, Cj (Fig. 56). Wir 
nehmen eine beliebige Kurve 7a Hhife und projizieren aus 




einem beliebigen Kurveiipuiikte Ä sowohl die Ponktreihe ABC 
wie die Punktreihe .4^ .0^ C, und bezeichnen die zweiten l^^' 
Schnittpunkte der Projektionastrahlen mit der Kurve durch 
A B r und A^ B^ T^. Konstruieren wir dann für die krumme 
Projektivität t'^> ""* '"<^ A B f/^A^ B^ T^ die Projektionsachse 71 
als Pasealsche Gerade des Knrvensechseeka A B^ r A^ B r, 't*i 
so erhalten wir zu einem beliebigen Punkte i* vermittelst 
A und A^ den homologen B^. 

Anmerkung. Diese Konstruktion empfiehlt sich, wenn a 
man gleichzeitig untersuchen will, ob die gerade Pro- 



y Google 



88 I- Der Kegelachnitt. 

jektivität Ordnungspunkte liaf oder nicht. Schneidet die 
ProjektioBsachse die Kurve, so liefern die Projektionen der 
Schnittpunkte die Ordnungapnnkte (Fig. 56). — Die Kon- 
strnktion wird am einfachsten, wenn man als HUlfekurve 
einen Kreis '*^ ^> nimmt. 

ra 76. Projektionszentpum. Mit einer krommen Ponkt- 

projektivität .S A B . . /^ S, A, B, . . ist auch immer eine 
krnmme Strahl enprojektivität gegeben. Bezeichnen wir 
nämlieh die zugeordneten Tangenten durch saß., und 
s,a^ß,.., 60 ist SAB.. /{saß., und S^A^B, .. a», ft, ß^..^'"^, 
daher'"'* s a ß . ./\s^aj ß^ ... Schneiden wir den krummen 
Strahlenbfische] saß., durch die Tangente Sj und s, «, (5, . . 
durch s, so erhalten wir die projektiven '"'> geraden Punkt- 
reihen Sj (s a /9 . .) 7\ s (s^ a^ ß^ . .). Da der Schnittpunkt s s^ der 
Träger sieh selbst entspricht, so gehen die Verbindungslinien 
homologer Punkte durch einen Punkt P'**>. Dieser Punkt P 

ist der Brianchonsehe Punkt des Kurvensechaseits sa^ßs^aß^; 
durch ihn geht auch die Verbindungslinie der Punkte «, ß 
und a^Sji^*'. Würden wir also unsere beiden Strahlenbllschel 
nicht durch s^ und s, sondern durch «^ und a geschnitten 
haben, so hätten wir denselben Punkt F erhalten. Der 
Punkt P, der demnach unabhängig von der Wahl der 
Tangente »^ (s) und nur abhängig v(m der Projektivität ist, 
heifst Projektionszentrum (Projektivitätsneutrum) der krummen 
Projektivität S A B . . ^ S^ Aj B^ . . . 

Hat die krumme Pnnktprojektivität zwei Ordnungs- 
punkte K und X, die krumme Strahlenprojekdvität saß.. 
A «1 «1 (Sj . . mithin zwei Ordnungsstrahlen / und i, so ist, 
weil der Strahl x(X) mit seinem homologen y-,{}-i) zusammen- 
föllt, die Verbindungslinie der Schnittpunkte s^ v. und s x^ 
der Ordnungsstrahl x; das Projektionszentrum P ist daher 
in diesem Fall der Schnittpunkt der Ordnungsstrahlen. 

Unser Ergebnis fassen wir mit dem in Kr. 73 ge- 
wonnenen zusammen zu dem 

Lehrsatz: Durch eine krumme Punktprojektivität 
S A B . . A ^1 A^ B, . . ist die Projektionsachse j? und 
das Projektionszentrum P bestimmt. Die Projektions- 
aehse ist die Pasealsche Gerade des Kurvensechs- 
ecks SA, BSjAB^ und das Projektionazentrum der 
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Brianehonsche Punkt des zugeordneten Kurvenseehs- 
seits. — Jede Verbindungslinie A E^ wird von der 
ungeordneten A, E in einem Punkte der Projektions- 
achse f geschnitten und jeder Schnittpunkt zweier 
Tangenten ö t, liegt mit dem zugeordneten \ e in 
einem Strahl des Projektionszentrums P. — 

Zusatz. Hat die Projektivität zwei Ordnungspnnkte, ^ 
so ist ihre Verbindungslinie die ProjektionBachse nnd 
der Schnittpunkt ihrer Tangenten das Projektions- 
zentmm. — Hat die Projektivität einen Ordnungspunkt, 
so ist seine Tangente die Projektionsachae*'* ^' und 
der Ordnungspunkt das Projektionszentmm"*^'. 

77. Die einer krummen Projektivität zugreordneten ■!■> 
Ppojektivitäten der Projektionsachse und des Pro- 
jekt! onszentrums. Projizieren wir eine krumme Pro- 
jektivität A B r . , 7\ A^ Bj r^ . . aus einem beliebigen M Ihrer 
Punkte, so erhalten wir in M zwei projektive'"»' Strahlen- 
biischel, die die Projektionsaehse ""' p in zwei projektiven 
Punktreihen A B C . ./\Aj B^C^ . . sehneiden. Es soll ge- 
zeigt werden, dafs man immer dieselbe gerade Projektivität 
in der Achse erhält, welchen Punkt der Kurve man auch 
zur Konstruktion wählt. 

Ist N ein zweiter beliebiger Punkt der krummen Punkt- 
rejhe, so ist also zu beweisen, dafs bei der Projektion der 
krummen Projektivität aus N auf die Achse z. B. A und A^ 
wieder zwei homologe Punkte werden. 

Weil M A, (Fig. 57) 
durch A^ geht, mufs M, A 
ebenfalls durch A^ gehen'^^', 
d, h. der Punkt, in dem 
die Verbindungslinie A ^1^ 
die Kurve zum zv\'eiten 
Male sehneidet, ist der 
dem Punkte M homologe 

Punkt M^. Schneidet 
femer der Strahl N A 
die Kurve zum zweiten 
Male in A, so zeichnen 
wir den homologen Punkt 
Ä. , indem wir den Punkt 
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J?,, in dem M, A die Achse schneidet, ans M auf die Kurve 
projizieren t^^i. 

Weil nun N Ä durch A geht, so sind auch für die 
Projektion aus N die Punkte A und A^ homolog, wenn 
N a, durch .1, geht. Dies aber ergiebt sich aus dem 

Kurvensechseek M A M, A N A, ; denn yon diesem liegen nach 
der Konstruktion die Uiagonalpunkte A und D, in der 
Achse; es mufs daher"" die Seite N A^ ihre Gegenseite A M^ 
in einem Punivte der Aehse schneiden, d. i. in A^^. 

Die gerade Projektivität der Aohae haben wir eben 
dadurch konstruiert, dafs wir die krumme Projektivität aus 
einem beliebigen ihrer Punkte projizierten. Man kann aber 
auch, wie die Fignr zeigt, die gerade Projektivität aus der 
krummen erhalten, indem man den Kurvenpunkt A aus den 
beiden homologen Punkten M nnd Mj projiziert. Da, wie 
wir sahen, N A, durch -1, geht, so schneidet die (in der 
Figur nicht gezogene) Verbindungslinie A A^ die Kurve zum 
zweiten Male in N, I"'. Projizieren wir also den Kurven- 
ponkt A ans N nnd Nj, so ergeben sieh ebenfalls A und A^ 
als homologe Punkte der geraden Projektivität. Wir können 
daher die gerade Projektivität auch dadurch aus der krummen 
herleiten, dafs wir die Kurvenpunkte aus irgend zwei festen 
homologen Punkten projizieren. 

1, Jeiler krummen Projektivität iet in der Projektions- 

acltse eine gerade Punktprajektivilät zugeordnet. Diese 

zugeordnete Frojekiivität der Achse er/iälten wir, indem 

wir die Pnjektionsachse schneiden 

entweder durch die Stralilenpaare, welche die homologen 

Punkte der krummen Projektivität ans irgend einem festen 

Ktinenp'mkte projizieren, 

oder durch die Sirahlenpaare, welche die Kurven- 

punkte axis irgend zwei festen itomologen Punkten der 

knmnnen Projektivität projizieren. — 
Durch die zngeordnete <"''' Strahlenprojektivität aßy.. 
Ä «^ (ti^ ^1 . . erhalten wir in der beliebigen Tangente ^i zwei 
projektive Piuikti-eihen, die ans dem Projektionszentrum P 
durch zwei projektive Strahleuböschel abe..~/\a^b^c^. . 
projiziert werden. Wählen wir eine andere Tangente v, 
so erhalten wir, wie sieh durch die den vorhergehenden 
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dnalen''! Betrachtungen zeigen läfst, in P dieselben 
projektiven Strahle nblis che!. 

2. Jeder krummen. FrojekUmtät ist im firojektwns- 
zentrum eine gerade StralUenprojekävifät zugeordnet. Diese 
zugeordnete Projektivität des Zentrums erkalten wir, indem 
mir ans dein Zentrum projizieren 

entweder die Punktpaare, in denen irgend dne feste 
Kurventangente i-on den homologen Tangenten der krummen 
Projektivität geschnitten wird, 

oder die Punktpaare, in denen irgend zwei feste 
Jtomologe Tangenten der krummen Projektivität von den 
Kurventangenten geschnitten werden. 

78. Involutionsachse. Entspricht in einer krnmmen 7t 
Projektivität ('ä.! ein Punkt seinem homologen xweifach, in 
Zeichen SÄj A .. /\^i 'S A . ., so entspricht jeder Pimkt<'^> 
seinem homologen zweifach, in Zeichen SS,AAj .. /^S^SA^A... 
Projizieren wir die Panktreihe S A A, . . aus -S, (Fig. 58) 
nnd die projektive Punkt- ^ 

reihe 5j A, A . . ans S, so . ,"'' 

erhalten wir die pro- 
jektiven <"'> Strahien- 
büsehel S^ (S A A, . .) Ä 
S (Sj Aj A . .). Die homo- 
logen Strahlen sehneiden 
sich in den PonkteD der 
Projektionsachse pf^', die 
also hiemach die Ver- 
bindungslinie zweier Dia- 
gonalpunkte des Kun-en- 
vierecks SS, AA, ist. Die 
Tangenten « und «, in 
den homologen Punkten A 
und Aj schneiden sich daher in einem Punkte von p'-^^\ 
Nennen wir p jetzt nicht mehr Projektionsaehse, sondern 
Involuüonsaehse, SO haben wir den 

Leiirsatz: Die Schnittpunkte der Tangenten in den 

homologen Punkten einer krummen Involution liegen in 

einer Gerade, der Involutionsachse. 

79. Involutlonszentpum. Die der krnmmen Funkt- ta 
projektivität S A A^ . . /^i'j A, A . . zugeordnete 1'"' Strahlen- 
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projektivität s a «^ . . /\ *i «i " ■ ■ ist ebenfalls in involu- 
toriseher Lage'^*«', Schneiden wir die Tangenten sa«^.. 
durch S| und Sj o^ a . . dnreh s, so erhalten wir die beiden 
projektiven*"'' geraden Punktreihen s^ (s et «^ . .} /\ ^ ("i "j «■■)■ 
Die Verbindungslinien homologer Pnnkte dieser in «^ und s 
liegenden projektiven Pnnktreihen gehen dnreb das Pro- 
jektionazentrum ''^' oder, wie wir hier sagen wollen, durch 
das Invdutmiszentrum P, das also hiernach der Schnittpunkt 
zweier Diagonallinien des Kurvenvierseits s a, aa^ ist. Da 
der Schnittpunkt zweier Diagonallinien des Kurvenvierseits 
8 s, ß «j ein Diagonalpunkt des zugeordneten Kurvenviereeks 
5 Sj A Aj ist "'^', so geht auch die Verbindungslinie A A, 
dnrch P. Weil A und A^ zwei beliebige homologe Pnnkte 
nnserer krummen Involution sind, so haben wir den 

Lehrsatz: Die VerUndungdinien homologer Punkte 
einer krummen Involution gehen Jvrrh einen Punkt, das 
InBolutionszentrum. 
« 80. Viereck und Vlerseit einer krummen Involution. 
Die beiden vorhergehenden Sätj;e "* "• '" bilden die Grund- 
lage der in § 7 folgenden Polarentheorie; wir sprechen 
sie deshalb noch in einer zweiten, für die spätem An- 
wendungen bequemem Form aus. 

In Nr. 79 sahen wir, dafs der Diagonalpnnkt, durch 
den die Gegenseiten S S^ und A A^ des Kurvenvierecks 
S Sj A A^ gehen, das Involutionszentrum ist, und in Nr. 78, 
dafs die Verbindungslinie der beiden andern Diagonalpunkte 
die Involutionsachse ist. Da nun S S^ und AA, zwei be- 
liebige Punktpaare nnserer krnmmen Involution sind, so 
ergiebt sich : 

1. Je zwei Punktpaare einer krummen Involution 
bilden ein Kurvenviereek, von dem ein Diagonalpunkt 
das Involutionezentrnm ist, während die beiden andern 
Diagonal pnnkte in der Involutionsachse liegen. 

In Zeichen: Ist Ä S, . A Aj irgend ein Wurf der 
krammen Involution, so ist der Schnittpunkt (SiS^)(A A^) 
das Involutionszentrum und die Verbindangslinie von 
(S A) (S, Aj) und [S A^) (S, A) die Involutionsachse. 
Femer sahen wir in Nr. 79, dafs der Schnittpunkt 
zweier Diagonallinien des Kurvenvierseits ss^aa^ das 
Involutionszentrum ist, und in Nr. 78, dafs sieh die Seiten 



y Google 



§6. Projektive Verwand tschaft krummer Grund gebilde. Nr. 80— 81. 93 

a nnd a^ (and ebenso s mid Sj) in einem Pnnkte der 
Involutiongaehse schneiden : 

2. Je zwei Tangentenpaare einer krummen Involution 
bilden ein Knn'envierseit, von dem eine Diagonallinie 
die Involutionsaehse ist, während die beiden andern 
durch das Involutionszentrum gehen. 

In Zeichen: Sind ss^ .aa^ die irgend einem Warf 
der ktummea Involution zugeordneten Tangenten, so 
ist die Verbindungslinie (ssj) (acij) die Involutionsaehse 
und der Schnittpunkt von (3 a) (Sj aj und {sa^{s^a) 
das Involutionszentrum, 

Zusatz. Ist die krnmme Punktinvolution hyper- z 
bolisch '^^"*, so ist die Yerbindongslinie ihrer Ordnungs- 
punkte die Involutionsaehse und der Schnittpunkt ihrer 
Tangenten das Involutionszentrum. — Ist die krumme 
Involution parabolisch, so ist der Ordnungspmikt das 
Involutionszentrum und seine Tangente die Involutions- 
aehse ('* ^'. 

Die erste Bemerkung kann man zur Konstruktion der 
Ordnongselemente einer geraden Involution benntzen. Ist 
uns z. B. eine gerade Strahleninvolution aa^ . !>t/^ gegeben, 
so sehneidet sie iu einer beliebigen Gerade s eine Punkt- 
involution aus. Projizieren wir diese aus irgend einem 
Punkte S einer beliebigen Kurve, so erbalten wir in S eine 
Strahleninvolution, die die Kurve in einer krummen Punkt- 
involution schneidet. Trifft die Aehse dieser krummen 
Involution die Kurve, so hat die Involution zwei Ordnungs- 
pnnkte. Projizieren wir diese aus S auf die Hulfsgerade s, 
so werden die erhaltenen Punkte aus dem Mittelpunkt des 
gegebenen geraden Strahlenbüschels durch die gesuchten 
OrdnungsstrahleD projiziert (vgl. 75). 

81. Die einer krummen Involution zugeordneten a 
geraden Involutionen der Involutionsaehse und des 
Involutionszentrums. Aus Nr. 77 haben wir noch einen 
Satz abzuleiten, indem wir die Projektivität zur Involution 
werden lassen. Der sieh ergebende Satz wird seine Ver- 
wendung in der Theorie der konjugierten Involutionen (§ 8) 
finden. — 

Projizieren wir eine krumme Involution aus irgend 
einem Kurvenpuukte, so erhalten wir in diesem eine gerade 
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StrahIeniiivoIutionl"ä*, die die lavolutionaachse wieder in 
einer PunlctinvolutioD schneidet. Diese Funktinvolution der 
Aehae ist nnabhiingig von der Wahl des Knrvenpuriktes*'''''*. 
Ist nun S S^.AA^ (Flg. 59} irgend ein Wurf der 
krnmmen Involution, so ist der Schnittpunkt der Gegenseiten 
S5j und A A| das Involutionszentrum P, wsüirend die 
Diagonalpunkte A und /l,, in denen sich die Gegenseiten 




SA und S| A,, -SA, und 6', A schneiden, in der Involutions- 
aehse p liegen'*'''*. Projizieren vnr die krumme Involution 
aus S, 80 liefern die Strahlen S A und S A^ die beiden 
homologen Punkte A und A^ der in der Involutionsaehse 
liegenden Involution. 

Sehneiden wir ferner die der krnmmen Punktinvolution 
zugeordnete''^' krumme Strahleninyolution diu-eh irgend eine 
Tangente, so erhalten wir in dieser eine gerade Punkt- 
involution"''!, die aus dem Involutionszentrum wieder durch 
eine Strahleninvolntion projiziert wird. Diese Strahleninvoln- 
tion ist unabhängig von der Wahl der Kurventangente'"''. 

Wählen ^vir die Tangente s, so werden sa und sa^ 
aus dem Involutionszentmm P durch zwei homologe Strahlen 
der in P induzierten Involution projiziert. Der Schnittpunkt 
s a liegt aber i^^l in der Diagonallinie P -4, des Kuitcii- 
vierecks SS^A\ und der Schnittpunkt s a^ in der Diagonal- 
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^ P 1 und PcUie Nr Ö Q5 

linie I'A Die beiden homolop;Pn Strahlen der Strahlen- 
ißvolution des Involutionszentrums g'ehen alao durch hwmologt 
Punkte der Pnnktinvolntion der Inyolution'iaehBe 

lÄe durch em? krumme Involution m der Inwlutwns- 
ai/ise induzierte JPuiiUmvoliition ist em Sclimtt (hegt per- 
spektiv zu) der im Laolution^zentrum induzierten StraJd/m- 
miolution 



§ 7. Pol und Volare. 

82. Die einem Punkte zugeordnete krumme In- as 

volution. Ist F ein beliebiger Punkt und sind >S S, und 
A Aj irgend zwei Punktpaare der Kurve, deren Verbindungs- 
linien durcii P gehen, so ist F das Zentrum der durch den 
Wurf S S^ . A A, bestimmten*'-'' krummen Involntion<"^>. — 
Sind A und Aj irgend zwei Punkte, deren Verbindungslinie 
durch F geht, so sind A und A, auch zwei homologe Punkte 
unserer Involution S S, . A A^ ; denn die Gerade, welche den 
Punkt A mit seinem homologen verbindet, geht durch PC" 
und die Gerade Fh schneidet die Kurve zum zweiten Male 
in A,*^'*'. 

Wir finden also den einem Punkte A homologen Punkt 
Äj, indem wir .PA ziehen und den zweiten Schnittpunkt dieser 
Verbindungslinie mit der Kurve bestimmen. Die so vermittelst 
des festen Punktes F konstruierte Involution wollen wir die 
dem Punkte P zugeordnete krumme Involution nennen: 

Jedem Punkte F ist eine krumme Punktinvolution 
zugeordnet, deren Zentrum der Punkt P Ist, 
Zusatz. Gehen durch den Punkt P zwei Tangenten, so z 
ist nach unserer Konstruktion der Berührungspunkt jeder 
Tangente ein sieh selbst homologer Punkt, d. h.S^''^' ein 
Ordnungspunkt : 

1. Einem Punkte P, durch den zwei Tangenten 
gehen, ist eine hyperbolisehe^'*»' krumme Involution zu- 
geordnet, deren Ördnungspunkte die Berilbrungspunkte 
der beiden Tangenten sind. — 

Ist F ein Kurvenpunkt, so ist nach unserer Konstruktion 
dem Punkt P jeder Punkt, auch der Punkt P selbst, homo- 
log, so dafs unsere Involution einen Ordnungspunkt hat: 
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2. Jedem Kurvenpunkt P ist eine parabolische''^»' 
krumme Involution zugeordnet, deren Ordnungspiinkt 
der Punkt P ist. 

3 83. Die einer Gerade p zug'eopdnete krumme Punkt- 
Involution. Ist p eine beliebige Gerade und sind s s^ und 
a a, irgend zwei Tangentenpaare der Kurve, deren Schnitt- 
punkte in p liegen, so ist p die Achse der durch den Wurf 
s Sj .aa^ bestimmten'^^'' krommen Involntionf*'. — Sind d 
und dj irgend zwei Tangenten, deren Schnittpunkt in p liegt, 
so sind d und ä^ auch zwei homologe Strahlen unserer In- 
volution s Sj .aa^; denn der Punkt, in dem der Strahl 6 von 
seinem homologen geschnitten wird, liegt in p'^^> und durch 
den Punkt p ä geht die Tangente dj''^'. 

Wir iinden also die einer Tangetite S homologe Ö^, indem 
idr p S bestimmen und durch diesen Schnittpunkt die zioeite 
Tangente legen. Auf die angegebene Weise können wir ver- 
mittelst der festen Gerade f eine Tangenteninvolution kon- 
struieren. Die von den BerUhmngspnnkten dieser Tangenten 
gebildete Punktinvolutionl^'"' wollen wir die der festen Ge- 
rade -p zugeordnete krumme Pnnktinvolution nennen: 

Jeder Gerade p ist eine krumme Punktinvolation 
zugeordnet, deren Achse die Gerade p ist. 

z Zusatz. Schneidet die Gerade p die Kurve in zwei 

Punkten, so ist nach unserer Konstruktion die Tangente 
jedes Schnittpunktes ein sich selbst homologer Strahl, der 
Berührungspunkt also ein sich selbst homologer Punkt der 
konjugierten Punktinvolution: 

1. Einer Gerade p, die mit der Kurve zwei Punkte 
gemeinsam hat, ist eine hyperbolische krumme Punkt- 
involntion zugeordnet, deren Ordnuugspunkte die Schnitt- 
punkte sind. — 

Ist p eine Kurventangente, so ist nach unserer Kon- 
struktion der Gerade p jede Tangente , auch p selbst, 
homolog, so dafs unsere Tangenteninvolution eine Ordnungs- 
tangente, die zugeordnete krumme Punktinvolution also einen 
Ordnangspunkt hat: 

2. Jeder Kurventangente p ist eine parabolische'^^ 
krumme Punktinvolution zugeordnet, deren Ordnungs- 
punkt der Berührungspunkt der Tangente p ist. 
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§ 7. Pol und Polare. Nr. 83—85, 97 

84. Pol und Polare. Wir haben in aller Ansföhrliehkeit s* 
gezeigt, dafs init einer krnmmen Ponktinvolution ein Punkt 
F, das Involntionszentrnm''", nnd eine Gerade p, die In- 
volutionsachsef^l, verbünden ist und femer, dafs aach um- 
gekehrt mit jedem Punkte P'^^i und mit jeder Gerade p'**' 
eine krumme Punktinvolution verbunden ist. Es ist also 
auch mit jedem Punkte P eine bestimmte Gerade und mit 
jeder Gerade p ein bestimmter Punkt verbunden. Für die 
folgenden Anwendungen nun ist es vorteilhaft, diesen Zu- 
sammenhang zwischen Pnnkt nnd Gerade [scheinbar] los- 
zulösen von dem vennittelnden Begriff der krummen Punkt- 
involution, um [wenigstens in Worten] einen direkten 
Zusammenhang zwischen Punkt und Gerade herzustellen. 
Diesem Zwecke dienen die folgenden beiden Definitionen. — 

Da eine Involution durch zwei Elementenpaare bestimmt 
istt^ä'*, so kann es weder zwei Punkte noch zwei Geraden 
geben, die dieselbe krumme Punktinvolution erzeugen**^ ^ ^^'i 
wohl aber kann ein Punkt dieselbe Involution erzeugen wie 
eine Gerade. 

1. Definition: Die Gerade, welche dieselbe krumme 
Punktinvolution erzeugt wie der Punkt P, Jieifst die Polare 
des Punktes P. 

2. Definition: Der Punkt, der dieselbe kruTnme Punht- 
involulMm erzeugt wie die Gerade p, Jieifst der Pol der 
Gerade p. 

Ans dieser Definition erglebt sich sofort der 

3. Lehrsatz: Der Punkt P ist der Pol der Gerade 
p, wenn p die Polare von P ist, oder 

Die Gerade p ist die Polare des Punktes P, wenn 
P der Pol von p ist; 
und femer: 

4. Die Involutionsaehse ist die Polare des Involutions- 
zentrums oder 

Das Involutionszentrum ist der Pol der Involutions- 
achse. 

85. Poldpeieck. Aus vier Kurvenpunkten Ä A B T lassen si 
sich drei krumme WUrfef*»» bilden: AA.BT; Aß. TA; 

A r . A B. Jeder Wurf bestimmt eine krumme Involution^'^'l ; 
von der ersten z. B. ist der Diagonalpnnkt P=^(ÄA)(Br) 
das Involutionsüentrnm nnd die Verbindungslinie der beiden 
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andern Diagonalpnnkte die Involutionsachsel*''!*. Von dem 
Knrvenviereek Ä A B r ist daher'**') jeder Diagonalpunkt der 
Pol der ge^nUberliegenden Diagonallinie. Nennen wir ein 
Dreieck, dessen Ecken die Pole ihrer Gegenseiten sind, ein 
Poldreieck, so können wir das Ergebnis kurz so auespreehen: 

1. Das Diagonaldreieck jedes Kunenmerecis ixt ein 
Poldreieck. 

Ebenso ergiebt sich**"!': 

2. Das Diagonaldreiseit jedes Kurvenvierseits ist 
ein Poldieieck, 

6 86- Punkte, die in der Polare liegen. Ist P der 
Diagonalpunkt (-SSJ (A A,) des Kurvenvierecks S S^ A A^ 
(Fig. 60), mit andern Worten, ist P das Zentrum t*^' der 
durch S Äj . A A, bestimmten krummen Involution, so liegen 



die beiden andern Diagonalpunkte in der Involutionsachse'-*"'', 
also'**'' in der Polare ^> von P. — Schneidet p die Seite 
A Aj in U, so ist f von P durch A und A, hamioniseh ge- 
trennt!^*''. — Die Tangenten a und a^ in A und A^ schneiden 
sich in einem Punkte T von j/'"'. — Wir haben also den 
Lehrsatz: In der Polare eines Punktes P liegen 

1. zwei Diagonal funkte jedes Kurvenvierecks, dessen 
dritter Diagonalpunkt P ist; 

2. jeder Punkt ü, der durch zwei Kurvenpunkte, deren 
Verbindungslinie durch P geht, vori P harmonisch ge- 
trennt ist; 

3. jeder Punkt T, in dem sich zwei Tangenten schneiden^ 
deren Berültrungspunkte mit P in etTter Gerade liegen. 
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§ 7. Pol mid Polare. Nr, 86—87. 99 

Zusatz. Gehen dnreh den Punkt P zwei Tangenten k 
der Knrve, so ist ihm eine hyperbolische Involution l*^ '''- " 
zugeordnet; die Verbindungslinie der Ordnungspnnkte ist die 
Achse der hyperbolischen Involution'^" ^', also'***' die Polare 
von P: 

1. Gehen durch einen Punkt P zwei Tangenten, so 
liegen die Berührungspunkte dieser Tangenten in der 
Polare von P. — 

Ist P ein Enrvenpnnkt, so ist die zugeordnete Involution 
parabolisch**^ ^^'; die Involutionsachse einer parabolischen 
Involution ist die Tangente'**'^': 

2. Die Polare eines Kuroenpunhtes ist seine Tangente. — 

3. Jeder Punkt, der in seiner Polare liegt, ist ein 
Kurvenpunkt. 

Wäre P nicht ein Punkt der Kurve, so würde die 
Gerade, welche P mit einem beliebigen Kurvenpunkt A ver- 
bindet, die Kurve noch in einem zweiteu'^^', von i' ver- 
schiedenen Pnnkt A^ schneiden; die Polare von P müfste 
dann durch den von P durch A und A^ harmonisch ge- 
trennten Punkt U gehen'äöi), während sie doch durch P geht. 

87. Geraden, die durch den Pol gehen. Ist p die ai 
Diagonallinie (ss^) (««,) des Kurvenvierseits ss, aa^ (Fig. 61), 
mit andern Worten ist p die Achse <**> der durch die Be- 



rührungspunkte S 5^ . A A^ bestimmten Involution, so gehen 
die beiden andern Diagonallinien durch das Involutions- 
zentrnm<*"'<>, also'"'' durch den Pol P von />. — Wird P aus 
der Ecke a e, durch u projiziert, so ist u von p durch a 
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nnd «j harmonisch getrennt'^^«'. — Die Berührungspunkte 
der Tangenten « und a^ liegen in einem Strahle ( von PI"'. 
— ■ Wir haben also den 

Lehrsatz; Durch den Pol einer Gerade p geJien 

1. zwei Diagmiaüinien jedes KurDenvierseits, dessen 
dritte Diagonallinie p ist; 

2. jede Gerade u, die durch zwei Tangenten, deren 
SchniÜjiunkt in p liegt, von p Jumnonisch getrennt ist; 

3. jede Gerade t, die zwei Kurvenpunkte verbindet, 
deren Tangenten sich in einem Punkte von p schneiden. 

z Zusatz. Schneidet die Gerade p die Kurve in zwei 
Punkten, so iat ihr eine hypetbolisehe Involution'^^ ^ ^l zu- 
geordnet; der Schnittpunkt der Tangenten in den Ordnnngs- 
pnnkten ist das Invointionszentrum*'" ^', also'"*'' der Pol von p : 

1. Schneidet die Gerade p die Kurve in zwei Punkten, 
so gehen die Tangenten dieser Schnittjiunkte durch den 
Pol von p. — 

Ist p eine Tangente, so ist die zngeordnete Involution 
parabolisch*^'''^); das Involutionszentnim ein 
InYolution ist der ßeröhrungspnnkt von p'^" '■> : 

2. Der Pol einer Tangente ist ihr Berührung 

3. Jede Gerade, die durch ihren Pol geht, iat eine 
Tangente (vgl. 80 Z 3). 

« 88. Konstruktion der Polare. Die Polare eines 
Punktes P finden wir'*'' 

1. vermittelst eines Knrvenvierecks , dessen einer 
Diagonalpunkt P ist: indem wir die beiden andern 
Diagonalpunkte verbinden; 

2. vermittelst zv^eier Pnnktpaare S 5, und A Aj , deren 
Träger durch P gehen: indem wir die von P durch diese 
beiden Punktpaare harmonisch getrennten Ponkte mit ein- 
ander verbinden; 

3. vermittelst zweier Tangentenpaare ss^ und aa^, 
deren Berührungspunkte mit P in einer Gerade liegen: in- 
dem wir die Schnittpunkte dieser Tangentenpaare mit ein- 
ander verbinden. 

BS 89. Konstruktion des Pols. Den Pol einer Gerade p 
finden wir'*'" 
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§ 7. Pol und Polare. Nr. 88-90. 101 

1. vermittelst eines Küiyenvierseits, dessen eine Diagonal- 
linie p ist: indem wir den Schnittpunkt der beiden andern 
Diagonallinien bestimmen ; 

2. vermittelst zweier Tangentenpaare se^ und otöj, 
deren Schnittpunkte in p liegen: indem wir den Seimitt- 
punkt der durch diese beiden Tangentenpaare von f har- 
monisch getrennten G-eraden bestimmen; 

3. vermittelst zweier Punktpaare SS, und A A,, deren 
Tangenten sich auf p sehneiden : indem wir den Schnitt- 
punkt der Träger dieser beiden Panktpaare bestimmen. 

90. Involutorisehe Lage von Pol und Polare. sc 

1. Lehi^atz: Ist P ein beliebiger Punkt und Q 
irgend ein Punkt seiner Polare, so läfst sich stets ein 
Kurvenviereek zeichnen, von dem P und Q zwei 
Diagonalpnnkte sind und von dem eine Ecke In den 
beliebigen Kurvenpnnkt S fällt. 

Lösung : Wir verbinden den beliebigen Kurvenpnnkt S 
(Fig. 62) mit P und den Punkt S,, in dem diese Ver- 
bindungslinie die Kurve zum zweiten Male schneidet, mit Q. 
Schneidet Q S, die Kurve zum zweiten Male in A, so ziehen 
wir noch A P und bezeichnen den zweiten Schnittpunkt 
von AP und der Kurve durch A,. 

Da von diesem Kurvenviereck 
S Sj A A, nach der Konstruktion 
P ein Diagonalpnnkt ist, so mufs 
jeder der beiden andern Diagonal- 
punkte in der Polare p liegenl**''; 
es mufs daher, weil S^ A die Polare 
in Q schneidet, SA^ durch Q gehen, 
80 dafs S S, A A^ das verlangte 
Kurvenviereck ist. — ^b- «ä. 

Auch die Gegenseiten S A und S, A; des gezeichneten 
Kurvenviereeks sehneiden sieh in einem Punkte R (Fig. 62) 
der Polare pi8">); und da die Diagonallinie RP des Kurven- 
viereeks S S, A A| die Polare des gegenüberliegenden 
Diagonalpunktes Q ist'**', so haben wir gleichzeitig zum 
Punkte Q die Polare, die Gerade P R, geftinden. Da Q 
ein beliebiger Punkt von P ist, so haben wir den 

2. Lehrsatz : Die Polaren der Punkte einer Gerade 
gehen durch einen Punkt, den Pol der Gerade. — 
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Halten wir (Fig. 62) den Punkt P und den Punkt -S, 
nnd mithin aneh 5^, fest und lassen Q auf der Polare sich 
bewegen, so ist 

Qa'5(Q)aä.(A)<'«äS(a)aKa-P(S)- 

Der Strahlenbftschel P(Ä) beschreibt also einen ander 
Panktreihe Q projektiven Strahlenbüschel. Wenn Q in Ä 
fällt, 80 fällt Aj in A, R also in Q. Der Strahlenbüschel 
P{R) nnd die Pnnktreihe Q haben also involatorische Lage*'^''^'. 
Da P{R) die Polare von Q ist^^"', so haben wir: 

3. Dk Punkte einer Gerade und die Strahlen ihres 
Pols sind involulorisch auf einander bezogen, wenn man 
jedem Punkte der Gerade seine Polare :vuweist. ■ — 
Wir gehen jetzt nicht wie bisher von einer Gerade p, 
sondern von einem beliebigen Punkte P aus ; a und b seien 
zwei seiner Strahlen und A und 5 die Pole von a und b. 
Ziehen wir die Verbindungslinie AB^=p, so mlissen, weil 
a nnd b die Polaren von Ä und B sind*^*«', die Polaren der 
Punkte ABC... der Gerade p durch P gehen'*"'* und pro- 
jektiv a,af ABC... bezogen sein^'H Da demnach den 
Strahlen abc eines beliebigen Punktes F die Punkte einer 
Gerade p als Pole zugeordnet sind, so können wir den 
beiden vorhergehenden Sätzen die folgenden hinzufügen: 

i. Die Pole der Strahlen eines Punktes Hegen in einer 
Gerade, der Polare des Punktes. 

5, Die Strahlen eines Punktes und die Punkte seiner 
Polare sind involutorüch auf einander bezogen, wenn man 
jedem Strahl des Punktes seine Polare zuiceist. 

»1 91. Die Pole eines krummen Strahlenbüsehels. Ist 

uns eine krumme Punktreihe, die wir kurz mit B bezeichnen 
wOUen, gegeben und aufserdem zwei projektive gerade 
Punktreihen A ß C . . ."/{Ä^ B^ C^ ... in den Trägern s und 
Sj, so wissen wir, dafs die Polaren abe ... der Punkte 
ABC... den geraden Strahlenbüschel S und die Polaren 
a^b^c^... von A^B^C^. .. den geraden StrahlenbUsehel S^ 
bildeni'»-! und dafs abe .. .~/^a^b^c^ .. . ist«»"» »■ »"'>. Von der 
Verbindungslinie AA^^a ist der Schnittpunkt aa^^ A 
der Pol''""'. Da nun die Geraden aßy..., die die homo- 
logen Punkte zweier projektiven geraden Punktreihen s und 
s verbinden, die Strahlen eines krummen Straiilenbüschels 



y Google 



g 8, Konjugierte lüvolutiotten. Nr. 91 — 92, 103 

^^(«jj mid äig Punkte ABT..., in denen sich die homologen 
Stralilen zweier projektiven g'eraden Straiilenbüschel S and S^ 
Bclineiden, die Punkte einer kruminen Punktreihe S^ sind, 
so haben wir den 

1. Lehrsatz: Die Pole der Strahlen eines krummen 
Büschels bilden eine krumme Punktreihe. — 

Bezeichnen wir den Schnittpunkt s s, der Träger a 
und 5j durch M, so ist die Polare von M^= s s^ die 
Verbindungslinie SS,^ m'^^-K Ist J/^ der dem Paukte M 
in S| homologe Punkt, also'*^' der BerUhrnngspunkt des 
Strahles s,, and m, seine Polare, so ist m^ der dem Strahl 
5 Sj := m homologe Strahl und da!ier<^"' die Tangente in 5,. 
Dem Berührung;8pnnkte i!/, von s^ entspricht also die Tan- 
gente OTj des Poles S^. Da wir zur Konstruktion von s- 
ßtatt des Strahles s^ jeden andern Strahl des krummen 
Bttschels verwenden können""'^ so können wir dem vorher- 
gehenden Satze den folgenden hinznfllgen: 

2. Die Polaren der Bei'öhrangspßnkte des krummen 
StrahlenbUschels s- sind die Tangenten der krummen 
Punktreihe S". 

Zusatz. Man nennt die krummen &rundgehilde s- und z 
S- Polarfiguren und die Konstruktion, durch die wir die 
eine Figur aus der andern erhalten haben, Polarisation. 
Durch eine solche Polarisation erhalten wir zu jedem Satze 
einen dualen*". 

Wählen wir z. B. sechs Strahlen von s-, so sind ihre 
sechs Pole Punkte von 6'-. Nehmen wir nun an, dafs der 
Satz des Pascal bewiesen wäre, so wUrde, weil die Polaren 
dreier Punkte, die in einer Grerade (der Pascalsehen) liegen, 
durch einen Punkt gehen''''*', aus unserer Polarisation der 
Lehrsatz, des BrianehonC*' folgen. Die hier gelehrte Polari- 
sation berechtigt ttns also zur Verwendung des Gesetzes der 
DualiUit'^l 



§ 8. Konjugierte Involutionen. 

92. Konjugriepte Involution. Wenn der Punkt Q sä 

in der Polare p von P liegt, so geht die Polare q von Q 

durch P.'"»=>, Wenn also ein Funkt Q in der Polare eines 

andern Punktes P liegt, so liegt auch dieser zweite Punkt P 
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in der Polare des ersten Punktes Q. Wir können deninaeh 
die folgende Definition aufstellen: 



1. Definition. Zwei Punkte 
hei/sm himieltilich einer Kurve 
konjugiert, wenn der eine in 
der Polare des andern liegt. 

Hieraus ergiebt sieh: 

2. Sind zwei Punkte einem 
dritten koiyugiert, so ist ihre 
Verbindungslinie die Polare 
des dritten Punktes (Definition). 

3. Ein Diagonalpunkt eines 
Knrvenvierecks ist jedem der 
beiden andern Diagonalpnnkte 
konjugiert*^*''. 

4. Zwei konjug;ierte Punkte 
werden durch zwei Kurven- 
punkte, die mit ihnen in einer 
Gerade liegen , barmoniseh 



I.Definition. Zwei Geraden 
heißen Idnsicktlic/i einer Kurve 
konjugiert, wenn die eine durch 
den Pol der andern geht. 

2. Sind zwei Greraden einer 
dritten konjugiert, so ist ihr 
Schnittponkt der Pol der 
dritten Gerade (Definition). 

3. Eine Diagonallinie eines 
KurvenYierseiis ist jeder der 
beiden andern Diagonallinien 
konjugiert'^^l. 

4. Zwei konjugierte Ge- 
raden werden durch zwei 
Kurventangenten, die mitihnen 
durch einen Punltt geben, 
harmonisch getrennt'"»'. — 

Ist p eine beliebige Gerade, P ihr Pol und Q ein be- 
liebiger Punkt von p ; schneidet femer die (durch P gehende) 
Polare g von Q die Gerade p in R, so sind Q und R zwei 
konjagierte Punkte, P Q und PR zwei konjugierte Geraden. 
Lassen wir Q in der Gerade p sich bewegen, so bilden Q und 
R zwei projektive Pnnktreihen in involotorischer Lage<*''h 



5. Die konjugierten Punkte, 
die in einer Gerade liegen, 
sind Punktpaare einer Invo- 
lution; diese Involution Imfst 
die konjugierte Punkdnmlution 
der Gerade. 



5, Die konjugierten Sta-alilen, 
die durch einen Punkt gelten^ 
sind Strahlenpaare einer Invo- 
lution; diese Involution keifst 
die konjugierte Strahleninvo- 
lution des Punktes, 



6. Die konjugierte Pnnktinvoiution einer Gerade 
liegt perspektiv zu der konjugierten Strableninvolution 
ihres Poles. — 

Schneidet die Gerade p die Kurve in einem Punkte K, 
80 ist die Polare von K die Tangente in iCl^^^'*; der 
Pnnkt K ist demnach sich selbst konjugiert, also ein Ord- 
nnngspnnkt <*'■) der konjugierten Involution von p. 
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Ist ji die Tangente in K, so fällt die Polare von K 
mit p zusammen <ä*^''; jeder Punkt von p ist daher als dem 
Punkte K konjugiert anzusehen. Die konjugierte Punkt- 
involution einer Tangente ist daher paraholiseh *'". 



. Jeder Knrvenpnnkt ist 
sich selbst konjugiert; er ist 
daher ein Ordnnngspuukt in 
der konjugierten Li\'o]ation 
jeder durch ihn gehenden 
Gerade, insbesondere auch 
der Ordnungspunkt der para- 
bolischen tivolution seiner 
Tangente. 



7. Jede Tangente ist sieh 
selbst konjugiert; sie ist da- 
her ein Ordnungsstrahl in 
der konjugierten Involution 
jedes in ihrliegendenPnnktes, 
insbesondere auch der Ord- 
nungsstrahl der parabolischen 
Involution ihres Berührungs- 
punktes. 



93. Elliptische, hyperbolische und papabollsehe sa 
konjugierte Involutionen. Hat die konjugierte Punkt- 
involation einer Gerade p zwei Ordnongspunkte K und i, 
so heiTst das <"-'', K sowohl wie L liegt in seiner Polare ; 
K und L sind daher <^^ ^=' Kurvenpunkte, d. h. die Gerade 
p schneidet die Kur\'e in K und L. 

Ist die konjugierte Involution von p parabolisch, so 
heifst das, die Polaren aller Punkte der Gerade gehen 
durch den Ordnungspunkt ; dieser ist also der Pol der 
Gerade <*''•*. Der Ordnungspunkt ist daher, weU er in seiner 
Polare liegt, ein Kurvenponkt <^^ ^ und die Gerade p eine 
Tangente <*' ^\ 

Wir fassen die Ergebnisse noch einmal zusammen: 
Die Kurve erzeugt 
in jeder Gerade eine konjit- I in jedem Punkte eine konju- 
gierte PunkÜnvolution. \ gierte Strahleninvolution, 
Ist diese konjugierte Involution 
1. elUptisch, 
so hat die Gerade keinen Punkt 1 so geht durch den Punkt keine 
mit der Kuree gemeinsam; \ Tangente; 

2, hyperbolisch, 

so sehneidet die Gerade die | so gehen durch den Punkt 
Kurve in zwei Punkten; \ zwei Tangenten; 

3. parabolisch, 

so ist die Gerade eine Tangente. I so liegt der Punkt auf der 
Kurve. 



y Google 



106 !■ Der Kegelschnitt. 

A Anmerkunff. Durch diesen Satü sind sämtliche Geraden 

nnd Punkte in Beziehung zar Kurve gesetzt, während wir 
bis jetzt nur von solchen Geraden nnd Punkten etwas aus- 
zusagen wufsten "'^\ die die Kurve in einem Punkte sclmitten 
oder von denen ans sieh eim Tangente ziehen liefs. Da 
wir unsere fernem Sätze auf diese konjugierten Involu- 
tionen stutzen, ergieht sich für uns nirgendwo das Bedürfnis, 
das aus der Algebra in die Geometrie eingedrungene Wort 
imaginär zu gebrauchen. 

14 94. Zwei Poldreieeke. Die Punkte A einer Gerade 

p und ihre Polaren a sind einander projektiv'*"*'; die Po- 
laren a schneiden daher jede Gerade p, in einer xur Punkt- 
reihe A projektiven Pnnktreihe J,. Da ^ und A^ ein- 
ander konjugiert sind''^'*, so können wir sage 



1. Zwei gerade Punktreihen 
sind projektiv anf einander 
bezogen, wenn man den Punkten 
der einen die Urnen konjugierien 
der andern zuweist. — 



Ist FQR em Poldreieek " 



l. Ztcei gerade Strahlen- 
büsehel sind projektiv auf ein- 
ander bezogen, wenn man den 
Strahlen des einen die ihnm 
konjugierten des andern zu- 
weist. — 

'86) und P^ Q, Rj ein zweites 
Poldreieck, so läfst sich beweisen, dafs die Punkte QRQ^^R^ 
aus P und P^ durch projektive Strahlengrappen projiziert 
werden. — Da nach der Definition fl der Pol von P Q ist, 
so sind P{Q) und P^l-R) konjugierte Strahlen '''ä»'. Ebenso 
sind PiR) und P, (Q) konjugierte Strahlen und femer P(Qj^) 
und Pj (Ä,), PiP^) und P^ (Q^); mithin 
PiQRQ, J?i) <«'■' 7\Pi{RQ R, Qi) '*"> ÄP^iQR Q^ R^), 
d. h. die sechs Punkte PQRPj^Q^R^ liegen in einer 
Kurve <*^'. 

Da die Seiten der beiden Poldreiecke die Polaren ihrer 
Gegenecken sind, so erglebt sich ebenso, dafs die sechs 
Seiten einem krummen Strahlenbüschel angehören: 

2. Die sechs Ecken zweier Poldreiecke gehören 
einer krummen Punktreihe, ihre sechs Seiten einem 
krummen Strahlenbüschel an 
oder 

Es giebt immer eine Kurve, der zwei beliebige 
Poldreiecke eingeschrieben sind, und eine zweite Kurve, 
der die beiden Poldreiecke umgeschrieben sind. 
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ACB.E die Punkte 



\ABC, F. 



95, Konjug-jepte Punkte und Strahlen in den Seiten »s 
und Ecken eines Dreiecks, ht ABC (Fig. 63) ein be- 
liebiges Dreieck und A^ der Punkt der Seite B C, der der 
Gegeneeke .4 konjugiert ist; ,p 

sind femer Bj und C^ die /;; 

Punkte der Seiten C A und 
A B, die den Gegenecken B 
nnd C konjugiert sind, so 
soll bewiesen werden, dafs 
Ä^ B^ C[ in einer Gerade 
liegen. 

Wenn die Polare a des 
Pnnktes A^ die durch A^ 
geht, die Seite C A in E 
und die Seite AB in F 
schneidet, so sind den Punkten 
FC^B A konjugiert: 

ACB^E^^^-^^FC^BA^ 

Es geht daher <^*l B^ C^ durch den Schnittpunkt A^ von 
BC und EF: 

1. Die Punkte in den Seiten eines Dreiecks, die 
den Gegeneeken konjugiert sind, liegen in einer 
Gerade. — 

Sind femer b und c (Fig. 63) die Polaren der Ecken 
B nnd C des Dreiecks ABC, so bilden die drei Polaren 
abc ein Dreieck, dessen Seiten die Seiten des Dreiecks 
^ -B C in drei Punkten A^ B^ (7, schneiden, die, wie wir 
eben bewiesen haben, in einer Gerade liegen. Die beiden 
Dreiecke ^.3(7 und abc haben daher"** Perspektive Lage: 

2. Das Dreieck, das von drei beliebigen Punkten 
gebildet wird, liegt perspektlv zu dem Dreiseit, das 
von den Polaren der drei Punkte gebildet wird. — 

Die Verbindungslinien homologer Ecken A und (b c), 
B und (c a), C und (a b) gehen durch einen Punkt P "^>. 
Weil nun (6 c) der Pol von {B C) ist (^°'\ so ist A {b c) der 
Strahl von A, der der Gegenseite B C konjugiert ist; ebenso 
sind B(ca) und C{ab) die den Gegenseiten CA und AB 
konjugierten Strahlen: 

3. Die Strahlen in den drei Ecken eines Dreiseits, 
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die den Gegenseiten konjugiert sind, geben dareii 
einen Punkt. — 

Da Ä^ als Punkt von B C dem Pole h c von B C und 
femer dem Punkte A konjugiert ist, so ist A (6 c) die Polare 
von Ä^ 1^5'*. Ebenso ist B (c a) die Polare von B^ -. 

4. Der Ponkt P, in dem sich die den Gegenseiten 

konjugierten Strahlen der drei Ecken eines beliebigen 

Dreiecks seimeiden, ist der Pol der Gerade, in der 

die drei Punkte der Seiten liegen, die den Gegenecken 

konjugiert sind, 

16 96. Satz von Hessel^'^'. Sind -4 nnd ,4^ (Fig. 64) irgend 

zwei konjugierte Punkte ond ebenfalls B und B^ , so erhält 

man, wenn man die Verbindnngslinien 

J S = p und A^ j5j =^ p^ zieht, in p 

und Pj zwei projektive Punktreihen, 

wenn man den Punkten von p die 

ihnen konjugierten von p, zuordnet <^H 

Wenn die Polare dee Schnittpunktes 

C von p and p^ die Gerade p in D 

und Pj in Z", schneidet, so ist dem 

<■ C\ Punkte C in p der Punkt D und in p^ 

*''^- **■ der Punkt B^ konjugierfä^i): 

ÄBCB^''*'^7^A^B^I>^ CWä^i ^i CI>v 

Da der Schnittpunkt C der beiden Träger sieh selbst 

entspricht, so sehneiden sieh A B^ und A^ B in einem 

Punkte Cj von D D^ <ä*), also l'^'» in einem dem Punkte C 

koryugierten Punkte. Da A Ä^, B B^, C C, die Gegeneeken 

des von p p, {A B^) (A^ B] gebildeten Vierseits sind, so läfst 

sich das Ergebnis so in Worte kleiden: 




Sind zwei Ecken eines Viet 
seit» iliren Gegenecken konju- 
giert, so ist auch die dritte 
Ecke iliTCt '" 



Sind zwei Seiten eines Vier- 
ecks ihren Gegenmten konju- 
giert, so ist auch die drüte 
Seite ihrer Geg&iseite konjugiert. 
97. Poldreleek und KuFvenvlereck. Zn einem be- 
liebigen Punkte P ond irgend einem Punkte <> seiner 
Polare p haben wir, ausgehend von einem beliebigen Kurven- 
punkfe S, in Nr. 90; ein Kurvenviereek gezeichnet, von 
dem P und Q zwei Diagonalpunkte sind. Mit Hülfe des 
Begriffes der konjugierten Punkte können wir den Satz 
Nr. 90, nunmehr so aussprechen: 
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1. Wenn von einem Kurven- 
vi&neit zwei Gegenecken in der 
Gerade p liegen und eine dritte 
Ecke in der der Gerade p 
konjugierten Gerade q liegt, so 
liegt auch die Gegenecke dieser 
dritten Ecke in q. ■ — Die 
fllnfte and sechste Ecke liegen 
in der Polare r von p q. 



1. Wenn von einem Kurven- 
Viereck zwei Gegenseiten sich 
in dem Punkte P schneiden 
■und eine dritte Seite durch 
den dem Punkte P konjugierten 
Punkt Q geht, so geht auch 
die Gegenseite dieser dritten 
Seite durch Q. — Die fttnfte 
und aechste Seite gehen durch 
den Pol E von PQ o**^. 

Da dnreh die beiden konjugierten Punkte P und Q 
der Pol R ihrer Verbindungslinie PQ bestimmt ist, mit 
andern Worten, da durch zwei konjugierte Punkte ein Pol- 
dreieek bestimmt ist, so ergiebt die vorhergehende Kon- 
struktion, da/s es unendlich viele Kurvenvierecke giebt, von denen 
ein beliebiges Poldreieck ein Diagonaldreieck ist. — 

An unsere Betrachtungen schliefsen wir die (sich selbst 
duale) 

2, Aufgabe; Eine Kurve zn zeichnen, von der ein 
Punkt, seine Tangente und ein Poldreieck gegeben ist. 
In Zeichen: Sa(PQR). 

Ist uns ein Punkt P, seine Polare p und ein Kurven- 
punkt S gegeben, so ist der von ■§ durch P und p har- 
monisch getrennte Punkt 5j ein neuer Kurvenpunkt <**''. 
Wir erhalten also aus den gegebenen Stücken sofort drei 




Fig. 6i 



Kurvenpunkte. -— Ein aufmerksames Verfolgen der 
ergiebt, wie man neue Karvenpunkte und durch 



sie die Kurve zeichnen kann. 
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Zur Übnngl««: S S^ Ä{Pp); S S^ a {P p); S aa^iPp); 
aa,a{Ppy, Sa.(Pp)[Qq). 

ö 98. Konjugrlerte gerade und krumme Involution. 
Weil die Punkte einer Gerade p und die ihnen involutoriseh 
zugeordneten einander projektiv sind*'"''', so erhält man durch 
Projektion der homologen Punkte einer geraden Involution 
ans zwei festen Punkten S und S^ eine Kurve A^l'^J. — 
Sind Q und R (Fig. 66) zwei homologe Punkte der gegebenen 
geraden Involution, die wir kurz durch p^ bezeichnen wollen, 
so schneiden sich S{E) und S, {Q) 
in einem Knrvenpunkt A und S {Q) 
und Sj {R) in einem zweiten Kurven- 
punkt A^. WeU Q und R zwei 
Diagonal punkte des Kurvenyierecks 
S Äj A A^ sind, so sind sie hin- 
sichtlich A* konjugiertl^^'' ; die In- 
volution j>* ist also der gezeichneten 
Pi, gg Kurve konjugiert*'^''. — Die Ver- 

bindungslinie A A^ sehneidet S S, 
in dem dritten Diagonalpunkt P, der von p durch S und 
S, harmonisch getrennt ist(^*''; P ist der Pol von QR^^ p(86,i. 
Das Ergebnis ist: 




1, Die Sclmittpunkte der 
Strahlen, welche die homologen 
Punkte einer gnaden Punkt- 
involution p^ aus zwei beliebigen 
Punkten S und S^ projizieren, 
bilden eine Kurve zwäter Ord- 
nung; dieser Kurve ist die In- 
volution p' konjugiert; der Pol 
des. Trägers p ist der von p 
durch S UTul S, harmonisch 
getrennte Punkt. 



1, Die Verbindungslinien der 
Punkte, in denen die homologen 
Strahlen einer geraden Strahlen- 
involuHo-n P^ zwei beliebige Ge- 
raden 8 und S, sehnten, bilden 
einen StraldenbäschelzweiterOrd- 
nung; diesem StrahlenbüscJiel ist 
die Involution P^ konjugiert; die 
Polare des Strahlenmütelpunktes 
P ist die von P durch s und s^ 
hai-monisch getrennte Gerade. — 



Zu derselben Figur, die wir hier benutzten, gelangten 
wir in Nr. 90, als wir nicht von der Involution p^, sondern 
von der Kurve k'^ und den beiden konjugierten Punkten P 
und Q ausgingen. Aus der damals aufgestellten Kette von 
Perspektiven Gliedern können wir die Umkehrungen des 
eben bewiesenen Satzes ablesen. Diese Umkehrungen sind 
zwar im Grunde nur eine Wiederholung der PolarensUtze 
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von Nr. 90 ; es ist aber vorteilhaft, diesen Sätzen mit Hülfe 
des Wortes konjugiert ein neues Gewand zu geben, da sie in 
diesem sich den spätem Anwendungen bequemer anpassen. — 

Wir haben also die in der Kette perspektiver G-ebilde*'"' 
QÄ5(Q)A'S,(A)ÄS(A)A-ß 
entlialteiie Aussage mit Hülfe des Wortes konjugiert aus 
der Zeichensprache ins Deutsche zu übersetzen. 

Da Sf (A) und S (A) die Gerade p in den konjugierten 
Punkten Q und M schneiden: 



2. Wir finden die konju- 
gierte Panktinvolution einer 
beliebigen Gerade p, indem 
wir aus irgend zwei festen 
Knrvenpunkten S und S^ , 
die mit dem Pole ./* von p 
in einer Gerade liegen, die 
Kurvenpunkte auf p proji- 
zieren ; 

und umgekehrt: 

3. Wir finden die Kurven- 
punkte, indem wir die homo- 
logen Punkte der konjugierten 
Involution einer beliebigen 
Gerade p aus irgend zwei 
Kurvenpunkten 5 und S^ 
projizieren, die mit dem Pole 
P von p in einer Gerade 



Wir finden die konju- 
gierte Strahleninvolution eines 
beliebigen Punktes P, indem 
wir die Schnittpunkte der 
Kurventangenten mit irgend 
zwei festen Tangenten s und 
s^, die sich auf der Polare p 
von P schneiden, mit P ver- 
binden ; 



3. Wir linden die Kurven- 
tangenten, indem wir die 
Punkte mit einander verbinden, 
in denen die homologen Strah- 
len der konjugierten Involution 
eines beliebigen Punktes P 
durch irgend zwei Tangenten 
8 nnd «j geschnitten werden, 
die mit der Polare p von P 
durch einen Punkt gehen. 
Da ^(A,) und 5(A) durch die konjugierten Punkte Q 
imd R gehen und A und A^ mit P in einer Gerade liegen: 



Die einem Punkte P 
zugeordnete'*'^* krumme Pankt- 
involution vrird aus jedem 
Kurvenpunkt durch eineStrah- 
leninvolution projiziert, die 
perspektiv liegt zu der kon- 
jugierten geraden Punktin- 
volution der Polare j> von P 
(Vsl. 77); 



4, Die einer Gerade p zu- 
geordnete'^ä) Tangenteninvolu- 
tion wird von jeder Tangente 
in einer Punktinvolution ge- 
schnitten, die perspektiv liegt 
zu der konjugierten geraden 
Strahleninvolution des Poles 
P von p; 
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tind umgekehrt: 

5. Die Strahle ninvolution, 
durch welche die Itonjugierte 
gerade Punktinvolution eines 
Trägers;) aus einem beliebigen 
Kurvenpunkte projiziert wird, 
schneidet die Kurve in einer 
krummen Punlttinvolution , 
deren Zentrum der Pol P 
von p ist. 

» 99. Konjugierte Punkte In den Seiten eines Kupven- 
viereeks. Den vorstehenden Sätzen wollen wir noch eine 
andere, für manche Anwendungen sehr bequeme Form geben. 
— Von dem Kurvendreieek SS^K (Fig. 66 oder 62) sind 
S und A nach unserer Konstruktion'"''! zwei beliebige Punkte, 
während S, dnroh die Bedingung bestimmt ist, dafs S S^ 
dnrch den Pol P von p geht. Wir haben daher: 



5. Die Punktinvolution, 
welche die konjugierte ge- 
rade Strahleninvolution eines 
Punktes P in einer beliebigen 
Tangente aussehneidet, in- 
duziert eine krumme Strahlen- 
involution, deren Achse die 
Polare p von P ist. 



. Zwei Seilet 
dreiecki schneiden jede Gerade, 
die der dritten Seite konju- 
giert ist, in zwei konjugierten 
Punkten. 



Zwei Ecken eines Kurven- 
dreiseits werden aus jedem 
Punkte, der der dritten Ecke 
konjugiert tat, durch zwei kon- 
jugierte Strahlen projiziert. 



Unser Satz gilt auch für den Fall, dafs der Punkt A 
in den Punkt -S Mit; nicht aber unsere Einkleidung, da wir 
in diesem Fall nicht wohl von einem Kurvendreieck sprechen 
können. Wir müssen also, um nnsern Satz vollständig ans- 
zuspreehen, noch einen Zusatz machen. Da, wenn A in S 



filUt, ASi die Gerade 
bindet, so können wir sagen: 

2. Die Tangente und ein 
beliebiger Strahl eines Kurven- 
punktes schneiden jede Ge- 
rade, die dem beliebigen 
Strahl konjugiert ist, in zwei 
konjugierten Punkten. 

Ferner : 

3. Jede Gerade, weiche | 
Q zwei Seiten eines Karven- 



S mit dem Pole P ver- 

2. Der Berührungspunkt 
nnd ein beliebiger Punkt einer 
Tangente werden aus jedem 
Punkte, der dem beliebigen 
Punkt der Tangente konju- 
giert ist, durch zwei konju- 
gierte Strahlen projiziert, 

3. Jeder Punkt, aus dem 
zwei Ecken eines Kurven- 



dreiecks ia zwei konjugierten \ dreiseits durch zwei konju- 
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Punkten geschnitten wird, ist 1 gierte Strahlen projiziert 
der dritten Seite lionju- werden, ist der dritten Ecke 
giert*^*''. — I konjngiert. — 

Die letzten Sätze iiher das Dreieck benutzen wir zur 
Ableitung eines Viereckssatzes. — Schneidet die Gerade p 
die Seiten S A und Sj A des Kuryendreiecks S S^A in zwei 
konjugierten Punkten, so ist sie der Seite S S, konjugiert 
und sehneidet daher die Seiten S B und 5^ B eines zweiten 
Kurvendreieeks »S S^ B, das mit dem ersten die Ecken S 
und S^ gemeinsam hat, in zwei konjugierten Punkten. 
Fassen wir die beiden Kurvendreiecke SS^A und S 5, B 
ala ein Karvenviereck 5 Äj A B auf, so sind A S und A 5, 
zwei anstofsende Seiten dieses Vierecks und B S, und B S 
die Gegenseiten dieser anstofsenden Seiten: 



4. Wmii zwei anstoßende 
Seiten eines Kuroenvierecks eine 



h^erade m swei 

Punkten schneiden, so sehnten 

auek die Gegenseiten dieser 

beiden anstofsenden Seiten die 

Gerade in zu 

Punkten (vgl. 216 Z). 



Wenn zwei 
Ecken eines Kurvenvierseits a 
einem Punkte durch zwei kon- 
jugierte Strahlen ■p^-<yiziert wer- 
den, so werden auch die beiden 
Gegenecken dieser beiden an- 
liegenden Ecken QMS dem Punkte 
durch zwei konjugierte Strahlen 
jrrojiziert. 

100. Kurve durch einen Punkt und zwei konjugrierte « 
Involutionen. Soll jedes Punktpaar einer geraden Involution 
g'^ aus zwei Punkten bestehen, die hinsichtlich einer Kurve k^ 
einander konjugiert sind, so wollen wir diese Bedingung 
kurz dadurch ausdrücken, dafs wir sagen: Für eine Kurve 
ist eine konjugierte Involution g^ gegeben. Hat die Involu- 
tion Ordnungspunkte, so sind diese Punkte der Kurve''", so 
dafs rör diesen Fall unsere Bedingung gleichbedeutend ist 
mit der, dafs für die Kurve zwei Punkte gegeben sind, — 
Wir können demnach unsere Fundamentalaufgabef^^l : Eine 
Kurve zu zeichnen, von der fünf Punkte gegeben sind, ver- 
allgemeinem zu der 



Eine Kurve su. 
zeichnen, für die ein Punkt 
und zwei konjugierte Punkt- 
involutionen gegeben sind. 
In Zeichen: S g- h-. 

BAgec. EbiDB Gesmetiia dar lisge. 



Aufgabe: &W Kurve zu 
zeichnen, für die eine Tangente 
und zwei konjugierte StraMen- 
involuäonen gegeben sind. 

In Zeichen: s G^ fl*. 
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Analysis: Die Träger g und A (Fig. 67) der gegebenen 
Involutionen g" und h- mögen sich in f/ schneiden und dem 
Punkte U möge in g- der Punlit G und in A"^ der Panl?t 
H homolog sein; dann ist, weil die Polare von U sowohl 
dnrch den konjugierten Punkt G als auch durch den kon- 
jugierten Punkt 11 gehen mufs, die Gerade GH^^u die 
PolMe von f,'l*2i); folglieh ist der von S durch U und m 
harmonisch getrennte Pnnlit L ein zweiter Kurvenpunkt'*^'. 
— Die Verbindnngslinäe 5 H möge den Träger ^ in C und 
die Kurve in dem noch unbekannten Punkte L^ schneiden; 
die Verbindungslinie X G möge den Träger h in r und die 
Kurve in dem noch unbekannten Punkte S, schneiden. Von 




dem Kurvenviereek S S^ L L^ gehen die beiden anstofsenden 
Seiten L S und L S^ dnrch die beiden konjugierten Punkte 
U und G von g-, die dritte Seite S i, ^ht durch C; folglieh 
mufs die vierte (noch unbekannte) Seite Sj L^ durch den 
dem Punkte C homologen Punkt C, von g'^ gehen'^'*'. Ferner 
gehen die beiden anstofsenden Seiten SL und S L^ durch 
die konjugierten Punkte U und B von A^, die dritte Seite 
L .Sj geht durch f ; folglich mufs die vierte Seite S^ L^ 
durch den dem Punkte r konjugierten Punkt fj von A^ 
gehen. Die Kuivenpunkte S, und L^ sind daher bestimmt 
als die Punkte, in denen L G und S II von C^ fj geschnitten 
werden. — 
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Wei) die Gerade g die Seiten X 5 und X Sj des Knrven- 
dreiecks LSS^ in zwei konju^erten Pnnkten ü und G 
schneidet, so ist sie der dritten Seite konjugiert*^^«', d. h."^'' 
S S geht durch den Pol von g; da femer die Polare u von 
C durch den Pol von g geht'*''', so ist der Pnnkt (?,, in 
dem S S^ die Gerade u schneidet, der Pol von g\ aus den- 
selben Gründen ist der Punkt FI^, in dem XX^ die Gerade u 
schneidet, der Pol von /(. — 

Da G&^ und II H^ konjugierte Punkte von u sind'»^'', 
so ist, weil eine Involution durch zwei Punktpaare bestimmt 
ist'**»', durch imsere Konstruktion auch die konjugierte In- 
volation der Gerade w gezeiehnet. 

Wir erhalten daher''*»' die Punkte der gesuchten Kurve, 
indem wir die konjugierte Involution 

g'^ U G . C C, aus -^ und S, oder 
h- ^ Uli . r Tj aus X und Xj oder 
G G| . IJ B^ aus S und X 
projizieren. 

Konstruktion: Schneiden die Geraden, welche den ge- 
gebenen Punkt 5 mit den Ecken B und U des Dreiecks 
U G H verbinden, die Gegenseiten g und m in C und Q, 
schneidet femer die Verbindungslinie C Q die Seite h in T, 
so ist der Schnittpunkt von G V nnd C^ Tj, wie sich zeigen 
wird, ein Kurvenpunkt. Bezeichnen wir diesen durch S,, 
so sind die Schnittpunkte der Strahlen, welche S und S^ 
mit den homologen Punkten der Involution g- verbinden, die 
Punkte der gesuchten Kurve. 

Beweis; Weil S f/ und Ä, G, S C und S^ C, homologe 
Punkte von g- projizieren, so sind ihre Schnittpunkte X 
und L, Punkte der gezeichneten Kurve. — Wie das Viereck 
G Her zeigt, ist Q von U durch S und X haimoniscli 
getrennf^*'*; GQ = u schneidet daher SS^ in dem von g 
dnrch S und S^ harmonisch getrennten Punkte'-''' G^, d. i. 
im Pole von g''-'^^'^. Da die Involution g'^ der gezeichneten 
Kurve konjugiert ist'"*-', so sind die homologen Punkte Ü 
und G einander konjugiert; G G^^ u ist daher die Polare 
von U und schneidet als solche den Träger h in dem dem 
Punkte U konjugierten Punkte H'^^'K 

Es bleibt noch zu zeigen, dafs auch T dem Punkte r^ 
konjugiert ist. Durch Projektion des harmonischen Wurfes 
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S L . U Q aus -ö erkennt man, dafs H Q^u die Gerade 
Z. Lj in dem von h durch L und L, harmonisch getrennten 
Punkte H, schneidet. Weil der Punkt H^ in u, der Polare 
von U, liegt, so geht seine Polare durch U und da sie 
ferner durch den von H, durch L und L^ harmonisch 
getrennten Punkt geht'^'^'l, so ist //, der Pol von h. Die 
Polare des in h liegenden Punktes f geht daher durch fl,'^""'; 
aufserdem geht sie durch den von T durch S^ und L har- 
monisch getrennten Punkttä^iJ; die Verbindungslinie dieses 
Punktes mit fl, geht aber durch rj**"''; f und T, sind also 
zwei konjugierte Punktel*^-'. 

z Zmatz. Für die Ausfuhrung der Zeichnung ist noch 

zu bemerken, dafs die Diagonallinie des Kurven Vierecks 
SS^LL^, die den Gegenseiten S S^ und LL^ zugeordnet 
istC* ^, die Träger g und /; in den Polen der Seiten S S^ 
and L X, schneidef^'^'l, dafs unsere Konstruktion uns also 
anch die Tangenten*" ^'> in den Kurvenpunkten SS^LL^ 
liefert. 

A Anmerkung. Eine allgemeinere Lösung dieser Funda- 

mentalaafgabe geben wir in Nr. 203 (vgl. auch 200), 

n 101. Der vierte g:emelnsame Punkt zweier Kurven. 

Die vorhergehende Konstruktion*'*"» lehrt zugleich für eine 
durch S g^ k- gegebene Kurve den Pol von y (und A) finden: 
der Pol von g ist, wie wir sahen, der Schnittpunkt T (in 
der vorigen Nummer nannten wir diesen Punkt G^} von 
S Sj und u. Da wir diesen Schnittpnnkt immer zeichnen 
können, so dürfen wir von jetzt an eine Kurve als gegeben 
ansehen durch 5 g'' und T, also durch einen Punkt, eine 
Involution und den Pol des Trägers dieser Involution: Wir 
erhalten dann die Punkte der Kurve'""", indem wir die 
homologen Punkte der Involution g" aus S und dem Punkte 
S, projizieren, der von S durch g und T harmonisch ge- 
trennt igt. — 

Damit haben wir dieselbe Vereinfachung vorgenommen 
wie in Nr. 56 Z. Nachdem wir dort gezeigt hatten, dafs 
man für eine durch fünf Punkte S S^ A B r gegebene Kurve 
immer den Schnittpunkt 3" der in S und S, gezogenen 
Tangenten konstruieren kann, durften wir eine Kurve als 
gegeben ansehen durch -SÄ, A und T. Beachten wir, dafs 
wir nach nnseter jetzigen Äusdrucksweise T den Pol der 
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Gerade 55^*"^'' nennen würden und dafs S und S^ als 
Ordnimgspimkte einer in ihrer Verbindungslinie liegenden 
Involution anfgefafst werden können (vgl. 100 Analysis), so 
erkennen wir, dafs Nr. 56 Z einen besondern Fall i 



1. Zwei Kurven, die drei 
Tangenten gemeinsam haben, 
haben noch eine vierte Tan- 
gente gemeinsam. 



1. Zwei Kurven, die drei 
PtinJäe gemeinsam liaben, haben 
iiooh einen vierten Punkt ge- 
meinsam. 

Konstruktion des vierten gemein- 
samen Punktes: Die erste Knrve sei 
durch die drei gemeinsamen Punkte 
SS^k (Fig. 68) und den Pol T von 
S 5, gegebenC-s ^i; für die zweite 
Kurve sei T, der Pol von SS^. Ziehen 
wir nun T T^ und projizieren die 
Punkte D und D^, in denen diese 
Verbindungslinie die Seiten A S^ und 
A S des gemeinsamen Korvendxeiecks S S^ A schneidet, aus 
5 und Sj, so erhalten wirl*^> den vierten gemeinsamen 
Punkt A. — 




2, Zwei Kurven, die eine 
Tangente und eine konjugierte 
StrahhninvoluUon gemeinsam 
haben, haben noch eine zweite 



2. Zioei Kurven, die einen 
Punkt und eine konjugierte 
Punktinvolution gemeinsam 
haben, haben noch einen zweiten 
Punkt gemeinsam. 

Konstruktion des zweiten gemeinsamen Punktes; Die 
erste Kurve sei durch den gemeinsamen Punkt S (Fig. 69), 
die gemeinsame Involution g"^ und den Pol T von g ge- 
geben; für die zweite Kurve sei T^ der Pol von g. Der 
von S durch T und g harmonisch getrennte Punkt S^ ist 
ein zweiter Punkt der ersten Kurve, 
deren Punkte wir erhalten, indem 
wir aus S und S, die homologen 
Punkte von g^ projizieren"*"'; ebenso 
erhalten wir die Punkte der zweiten 
Kurve , indem wir die homologen 
Punkte von g'^ aus S und dem von S 
durch T und g harmoniseb getrennten "^' ""' 

Punkt Sj projizieren. Da nun die Verbindungslinien Sj S, 
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und T Tj sieh in einem Punkte A von g sclineidenl^'''', so 
erhalten wir den zweiten gemeinsamen Pnnkt A, indem wir 
den Punkt A^, welcher dem Punkt A in g- homolog ist, 
aus S projizieren; dem Strahl S A^ sind nämlich die beiden 
zusammeirfallenden Strahlen 5j A und S^ A zugeordnet. — 
Aus der Konstruktion ergiebt sich unmittelbar: 
3. Drei Kurven, die einen ----- 

Punkt und eine konjugierte 
Pnnktinvolution gemeinsam 
haben, haben noch einen 
zweiten Punkt gemeinsam, 
wenn die dreiPole des Trägers 
der konjugierten Involution 
in einer Gerade liegen. 



3. Drei Kurven, die eine 
Tangente und eine konjugierte 
Strahleninvolution gemeinsam 
haben, haben noch eine zweite 
Tangente gemeinsam, wenn 
die drei Polaren des Mittel- 
punktes der konjugierten In- 
volution durch einen Punkt 
gehen. 
4 Aiirmvhung. Der erste Lehrsatz ist ein besonderer Fall 

des zweiten. 
B 102. Kurvenbüschel. Die Gegenseiten K K^ und X L^ 

eines Vierecks KK^LL^ wollen wir durch g und /( be- 
zeichnen; ihren Schnittpunkt, einen Diagonalpunkt des Vier- 
ecks, durch U\ die beiden andern Diagonalpunkte durch V 
und TP; die Verbindungslinie VW durch m und die Punkte, 
in denen u von g und h geschnitten wird, durch G und //, 
Da eine Kurve erst durch vier Punkte und die Tangente 
des einen dieser vier Punktef^^z) bestimmt ist, so giebt es 
unendlich viele Kurven, die unserm Viereck K. K^ L L^ m\\- 
gesehrieben sind. 

1. Definition; Der Inbegriff 1. Definition: Der Inbegriff 

der Kurven, die einem Vier- der Kurven, die einem Vier- 
eck umgesehrieben sind, heifst seit eingeschrieben sind, heiföt 
ein Kurvenbttschel, — eine Kurvensehar. — 

Alle Kurven des Büschels haben, weil sie das Kurven- 
viereok gemeinsam haben, folgende Eigenschatten gemeinsam: 

2. Die konjugierten Involutionen der Träger g und 
h sind durch die Ordnungspunkte K K^ und L L he- 
stimmtt«^>»; 

3. die Diagonallinic w ist die Polare des Diagoual- 
punktes U^^^'-'i; 

4. die Diagonalpunkte V und W sind für alle 
Kurven des Büschels einander konjugiert*^^'*. 
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Zusatz. Die Gegenseiten des Vierecks K K^L L^ z 
fielmeiden jede Gerade a in Punktpaaren einer Inrolntiont**^'; 
diese Involution soll kurz die Hauptinvolution der Gerade a 
heifsen (vgl. 134 A). Die Hauptinvolution der Diagonale 
u, die diucli die Ordnungapunkte V und W bestimmt ist, 
eoU zum Untersehied von den übrigen die dia;fonale Involution 
heifsen {vgl. 133). Ein allgemeinerer Begriff des Büschels 
wird sich in Nr. 192 ergeben. — 

103. Lehrsatz des Desargues. Wird eine beliebige los 
Gerade a (Fig. 70) von irgend einer Kurve des Büschels in 
dem Punkte E und daher**^* noch iu einem zweiten Punkte 
F geschnitten, so läfst sich zeigen, dafs E nnd F zwei 




homologe Punkte der Hauptinvolution""-^* von a sind. — 
Projizieren wir die vier Kurvenpankte L L^EF aus Ä' und 
iT,, so erhalten wir<^"' 

K [L L^ EF)Jy Ä\ (X L^ E F). 
Bezeichnen wir also die Punkte, in denen a von KL, 
KLj^, Äj L, K^ i, geschnitten wird, durch A BB^ A^, so 
haben wir 

ABEF7{B^A^EF<.'>^>äA^B^ FE. 

Da der Punkt E dem Punkte F zweifach entspricht, 

so bilden die sechs Punkte ^^,,£-Bj .jEFeine Involution <*'*', 

mit andern Worten: E und F sind zwei homologe Punkte 

der durch AA^.BB^ bestimmten <'^* Hauptinvolution von a. 

Wird eine Gerade a von 
emer Kurve des Büschels 
geschnitten, so süid die 



Schnittpunkte zwei homologe 
Punkte der Huuptpunktin- 
volution von a. 



cn V(m emem 
Puükte A an eme Kurve der 

Schar zwei Tangenten ziehen, 
so sind diese Tangenten zwei 
homologe Strahlen der Haupt- 
strahleninvolution von A. 
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A Anmerkung. Eine VeraUgemeinerimg dieses Satzes 

werden wir in Nr. 169 kennen lernen. 

« 104. Geraden, die durch die Gegeneeken eines 
Viersens hapmonlseh gretrennt sind. Geht eine Kurve 
des Büschels durch den beliebigen Punkt A [Fig. 71) der 
Diagonale w, so selmeidet sie die Diagonale, weil V nnd W 
zwei konjugierte Punkte siad'"'^'', zum zweiten Male in dem 
Ton A durch V und W harmonisch getrennten Punkte B <säsi. 
Ist nun a eine beliebige durch A gehende G-erade, die die 
Kurve zum zweiten Mal in A schneidet, so können wir auf 
das Kurvendreieck A B A and die Gerade g den Satz Kr, 99j 
anwenden; danach wird die Gerade g, weil sie durch den 
Pol U der Dreieeksseite AB = u 1'»^-' geht, von A -4 und A S 



i konjugier t( 




Punkten C und C^ geschnitten. Da h 
ebenfalls durch den Pol 
ü von A B geht, so wird 
h ebenfalls von A Ä und 
A 5 in zwei konjugierten 
Punkten T und Tj ge- 
schnitten — ■ Da wir von 
einem beliebigen Punkte A 
ausgingen und durch ihn 
eine beliebige frerade A A 
legten fo sehen wir, dafs 
den drei Punkttn CV A, 
denen eine 



Gerade von der beiden Gegtnseiten g und h und der Dia- 
gonale u geechmtten wird, m den konjugierten Involutionen 
von 7 und 7* und m der diagonalen Involution drei Punkte 
C, fj B homol jg sind die wieder in einer Geride liegen. 
Da diese beiden Geraden durch die Punkte CT und C^ Tj 
besümmt sind so lafst sich das Ergebnis so aussprechen: 



l Zwei Geraden a und 
die die Gegenseiten o und /; 
in homologen Punkten C C, 
und r fj der konjugierten 
Involution schneiden schnei 
den die Diagonale m in zwei 
homologen I unkten 4. und B 
der diip nalen Punktin\o 
lution — 



L Zwei Punkte 4 und Aj , 
die aus den Gegenecken G 
und -ff durch himologe 
Strahlen c c^ und / y^ pro- 
jiziert werden werden ans 
dem Diigonalpnnkte U durch 
zw ei homologe Strahlen a. 
und b der diag nalen Strah- 
lenin\ jlution projiziert. — 
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Weil A und A zwei Punkte sind, in denen eine Karve 
des Bfisehels die Gerade a schneidet, so sind sie homologe 
Punkte der Hauptinvolution von a '■'"'■'K Da die Gerade 
CiT, =aj, welche wir der Gerade CT^a zugeordnet 
nennen woUen, durch A geht, so haben wir den (in Nr. 134A 
zu benutzenden) Satz: 



. Jede Gerade a wird von 
der ihr zugeordneten Oerade 
a, lind der Diagonale u in 
zwei homologen Punkten 
ihrer Hauptinvolutioii ge- 
schnitten. 



2. Aus jedem Punkte A 
wird der zugeordnete Punkt 
Aj und der Diagonalpunkt 
IJ durch zwei homologe 
Strahlen der Hauptin\olution 
von A projiziert. 
Zusatz. Der erste Satz läfst sieh vom Begriff der konju- z 
gierten Involntion und der Kurve loslösen. Die koryngierten 
Punkte (Fig. 71) C C, (und r r^) werden durch die Kurven- 
punkte K Kl (ondÜ,) harmonisch getrennt''^''; ebenso die 
konjugierten Punkte V und W (lo^i) durch die Kurvenpunkte 
A und B. Wir können also die drei Punkte C, fj B auf- 
fassen als die von a dnrch KK^^, -^A' ^^ harmonisch 
getrennten Punkte; unser Satz sagt dann aus, dafs diese 
drei Punkte in einer Gerade liegen. Da K K^^, LL^, VW 
die Gegenecken des von .ff i, iÄ',, X^ /.,,£, Ä gebildeten 
Vierseits sind, so haben wir den Satz; 



Die drei Pnnkte, die von 
einer beliebigen Gerade durch 
die Gegeneeken eines Vier- 
seits harmonisch getrennt 
sind, liegen in einer Gerade. 



Die drei Geraden, die von 
einem beliebigen Punkte 
durch die Gegenseiten eines 
Vierecks harmonisch getrennt 
sind, gehen durch einen 
Punkt. 

Wir geben für diesen Satz noch einen direkten Beweis. 
^ Die Gegenecken des Vierseits seien KK^, -^Aj V W, 
(Fig. 71), die beliebige Gerade a schneide die Diagonal- 
linien in C r ^, die drei von a durch die Gegenecken ge- 
trennten Pnnkte seien C, fj B. Wird die Gerade a von 
der Verbindungslinie Cj Tj in A geschnitten, so sind 
A (C (7, . .ff K^) nnd f>.{CCj^. L Lj zwei harmonische WUrfe, 
folgliehi«2)A(CC;Äiü:j)ÄA{CC,.ff, AÄ). Femer ist, 
weil die Gegenecken eines Vierseits ans jedem Pnnkte durch 
die homologen Strahlen einer Involution projiziert werden (^*^l: 
A (ü: i ä; F ff ) X A (Jf, B^KW F), folglich <33 ^) A (C C, 
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rW)/^A{CC, WV), folglieh A(C6', . VW] ein harnio- 
niseher Wnrf <*'*»'. Es schneiden also A C und ACj, d. i. 
Cr und C, r,, die Diagonale u in zwei von einander durch 
V und W harmonisch getrennten Punkten *"»l Da C r die 
Diagonale in A schneidet, so geht C, f, durch B^'^'^. — 
Nimmt man den besondem Fall, dafs a mit der unend- 
lich fernen Gerade <^1 zusammenfällt, eo sind C^ V, B die 
Mitten der Strecken KK^, LL,, FTr*^-,). yfi,. erkennen 
daraus, dafs unser Satz eine Verallgemeinernng ist von 
einem Satz von Gaufs: Die Mitten der drei von den Gegen- 
ecken eines Vierseits begrenzten Strecken liegen in einer 
Gerade. 
A Anmerkung. Die allgemeinste Form dieses Satzes 

werden wir in Nr. 133 kennen lernen. 



§ 9. Elliptische und hyperbolische Punkte 

und Geraden. 

s 106. Elliptische, hyperbolische, parabolische Punkte 

und Geraden. In Nr. 93 haben wir gesehen, dafs eine 
Kurve k- in jeder Gerade eine konjugierte Punktinvolution 
und in jedem Punkt ^ine konjugierte Strahleninvolntion in- 
duziert; diese konjugierten Involutionen konnten entweder 
elliptisch oder hyperhohsch oder parabolisch sein. Um die 
folgenden Sätze knrz aussprechen zu können, wollen wir 
uns folgender Bezeichnungen bedienen. 

1. Definition-. Eine Gerade, I 1. Definition: Einen Punkt, 
deren koiyugierte Punktin- dessen konjugierte Strahlen- 
involution elliptisch (hyper- 
bolisch, parabolisch) ist, 
nennen wir einen elliptischen 
(hyperbolischen, 
sehen) Punkt, 
lautet dann: 



Tolutiou elliptisch (hyper- 
bolisch , parabolisch) ist, 
nennen wir eine elliptische 
(hyperbolische, parabolische) 
Gerade. 

Der Inhalt von Nr. 
2. Eine elliptische Gerade 
hat keinen Punkt, eine hyper- 
bolische Gerade hat zwei 
Punkte mit der Kurve ge- 
mein; eine parabolische Ge- 
rade ist eine Tangente. 



2. Durch einen elliptischen 
Punkt geht keine, durch einen 
byperbohschen gehen zwei 
Tangenten; ein parabolischer 
Punkt ist ein Kurvenpunkt. 
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Da die konjngierte Involution einer Gerade perspektiv 
liegt KU der konjugierten luvolntion ihres Poles <^^«', so 
liaben wir: 

3. Jede Gerade hat einen 1 3. Jeder Punkt hat eine 
gleichnamigen Pol. | gleichnamige Polare. 

106. Ecken und Seiten eines Poldreiecks. Sind m 
A A B r vier beliebige Punkte einer Kurve, so lassen sieh 
aus ihren drei krumme Würfe bilden '^^.1: ä A . B r, A B . T A, 
A r , A B. Nennen wir den Punkt, in dem sich z. B. die 
Verbindungslinien A A und ß F aebneiden, das Zentrum des 
Wurfes A A . B r, so sind die Zentren unserer drei Würfe 
die Diagonalpunkte des von A A B T gebildeten Kurven- 
vierecks: p = {Ä A) (8 r), Q = (A B) (r A), ß = {A r) (a b). 

Jeder dieser Würfe wird ans einem beliebigen Knuten 
Kurvenpunkte S durch einen gleichnamigen Strahlenwurf 
projiziert '^W; der krumme Wurf A T . A B z. B., dessen 
Zentrum der Diagonalpunkt Ä ist, wird aus ä durch den 
gleichnamigen Strablenwurf 5 (A 1" . A B) projiziert. Die 
Strahlenpaare dieses Wurfes S (Ä r . A B) schneiden die 
Polare <*''' P Q des Wurizentrums E in Punktpaaren der 
konjugierten Involution f^**; der Wurf S {A f . A B) ist also 
der konjugierten Involution von P Q gleichnamig ''^"■l. Diese 
konjngierte Involution von P Q ist aber, weil R der Pol 
von P Q ist, der konjugierten Strahleninvolntion von ü" 
gleichnamig""^!; also ist anch der kmmme Wurf AT, AB 
der koDJagierten Strahleninvolution seines Zentrums A gleich- 
namig : 



1. Das Zentrum eines krum- 
men Punktwurfes ist ein dem 
Wurfe gleichnamiger Punkt. 



1. Die Achse eines krum- 
men Strahlen Wurfes ist eine 
dem Wurfe gleichnamige 
Gerade. 



Hieraus ergiebt sieh <' 
2. Das Zentrum ^''■'^ einer 1 2. Die Achse einer krummen 
hemmen PunktinvoluHon ist \ StraMeninBolutionüteinederln- 
ein d&r Involution gleichnamiger volutiongleichnamigeGerade. — 
Punkt. — I 

Von den drei Würfen, die sieh aus vier Kurvenpunkten 
A A B r bilden lassen, sind immer zwei hyperbolisch und 
einer elliptisch (**'*. Da von diesen drei Würfen die Dia- 
gonalpunkte des Kurvenviereoks die Zentren sind, so er- 
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giebt sieh aus dem ersten der eben bewiesenen Sätze der 
folgende: 



. Von den drei Diagonal- 
pnnkten eines Kurvenvierecks 
ist immer einer ein elliptiselier 
Punkt; die beiden andern 
sind hjT)erboIische Punkte. 



3. Von den drei Diagonal- 
linien eines Knrvenvierseits 
ist immer eine eine eUiptische 
Gerade; die beiden andern 
sind hyperbolisebe Geraden, 
sich unmittelbar, da sich zu jedem 
Poldreieck ein Kurvenviereek zeichnen läfst i"': 

4. Von den drei Eeken eines Poldreiecks ist eine Ecke 
ein eUipUecher Punkt; die beiden andern Ecken dnd 
hyperbolische Punkte. Die eine Seite ist daher '^"^ eine 
etlijitisoJw Gerade; die beiden and^n Seiten sind hyper- 
bolische treraden, 

'7 107. Die Strahlen eines elliptischen Punktes. Ist 

P ein elliptischer Punkt, so ist jeder Strahl q von P, wie wir 
zeigen wollen, eine byperbolisehe Gerade. Sehneidet nämlich 
der StraM q die Polare p von P in R, so ist dnrch die 
beiden konjugierten Pnnkte P und E ein Poldreieck be- 
stimmt (^", dessen dritte Ecke wir durch Q bezeiehnen. Da 
in diesem Poldreieck PQR nach unserer Annahme P die 
elliptische Ecke ist, so ist p die elliptische Seite i""«'; die 
Seite q ist daher eine hyperbolische Gerade <'<'*>'. — Ist j? 
eine elliptische Gerade nnd E ein beliebiger Punkt von p, 
so ist R ein hyperbolischer Punkt Ist nämlieh r die Polare 
von E, welche p in Q schneidet, so ist j = .P S die Polare 
von Q <*'^' und pqr bilden ein Poldreieck, von dem p die 
elliptische Seite, also P die elliptische Ecke ist; P ist 
daher ein hyperbolischer Punkt. 

Alle Strahlen eines elliptischen Punktes sind hyper- 
bolische Geraden; alle Punkte einer eüipUschen Gerade 
sind hyperbolisc/ie Punkte. 

« 108. Kennzeichen Tut eine elliptische und eine 
hyperbolische Gerade. Ist p eine beliebige Gerade und 
Q irgend ein Punkt von p, so wissen wir l""l, dafs p eine 
hyperbolische Gerade ist, wenn Q ein elliptischer Punkt ist. 
— Ist aber Q ein hyperbolischer Pnnkt, so müssen wir 
noch irgend einen zweiten (hyperbolischen) Pnnkt T von p 
zu Hülfe nehmen. Sind die BerUhmngspnnkte der von Q 
nnd Tan die Kurve gehenden Tangenten !''>*•' KK^ nnd 
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L 7/,, 80 ist der Putikt P, in dem die Berlihnmgssehne 
K K^ von der Berithrungssehne i ij geschnitten wird, der 
Pol von Qy^jjcsez. n.90,). Dieser Sehnittpunlct P, and 
mithin ""^'t aoch seine Polare p, ist aber ein elliptischer 
oder hyperbolischer Pnnkt, je nachdem der Wnrf K K^ .LL^ 
elliptisch oder hyperbolisch ist i'"*'\ 

Schneiden die Geraden q 
und ( die Kurve in KK^ 
und L X^, so geht durch den 
Schnittpunkt q i keine Tan- 
gente, wenn die Punktpaare 
ÄTÄj und Üj einander 
trennen; durch q t gehen da- 
gegen zwei Tangenten, wenn 
die Punktpaare K K^ und 
L L einander nicht trennen. 



h von den Punkten 
Q und Z' die Tangenten Q 
(KK^) and T{LL^) an die 
Kurve ziehen, so schneidet 
die Verbindungslinie Q T die 
Kurve nicht, wenn die Punkt- 
paare K K^ und Z- i, ein- 
ander trennen; Q T schjieidet 
dagegen die Kurve, wenn 
K Kj und X X^ einander 
nicht trennen. 

109. Kennzeichen für die Strahlen eines hypep- n 
bolischen Punktes. Nennen wir, unter Einfllhrung einer 
von der bisherigen abweichenden Bezeichnung, den hyper- 
bolisehen Punkt 2' (Fig. 72), die Berührungspunkte der durch 
ihn gehenden Tangenten s s^do^i) ^s S, and einen beliebigen 
dritten Punkt der Kurve A, so ist die Kurve gegeben durch 
Ä Äj A und T (56 2). Jeder 
Strahl a von T wird, weil er 
durch den Pol Z'l»'^') 
Seite S S, des Kurvendreieeks 
SSj^A geht, von den beiden 
andern Kurvenseiten A S^ und 
AS in zwei konjugierten 
Punkten D und X'^ geschnit- 
ten 1«^,). ferner smd der Pol T y' 
und der Punkt T^, in dem a Fig. 7ä. 
von der Polare 5 S^ des Punktes T geschnitten wird, zwei 
konjugierte Punkte ''^-''. Die konjugierte Involution von a 
ist also gegeben durch den Wurf X* X>j .TT^. — Bezeichnen 
wir noch den Punkt, in dem die Dreiecksseite A 5^ die 
Tangente s der Gegenecke S> schneidet, durch K, so 
haben wir'" *>: 

x'x, rx, [S)x-öaä:5,. 
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Der Wurf D D^.TT^ ist also elliptisch oder hyper- 
bolisch, je nachdem der Wurf Dk.KS^ elliptisch oder 
hyperbolisch ist <"i' , d, h. je nachdem der Strahl o des 
Pimktes T von dem Knrvenpcmkt A durch die von T aus- 
gehenden Tangenten s s^ getrennt oder nicht getrennt wird: 



fi« S^alil a des 
liedten Putiktes T ist eine ellip- 
tische oder hyf&rboUscheGerade, 
je naehdem er von irgend 
einem Kiwvenpunkte durch die 
bdden von T ausweitenden 
Tangenten s und s, getrennt 
wird oder nicht getrennt wird. 



Ein Punkt A der hyperbo- 
lischen Gerade t isf *ein ellip- 
tischer oder hyferholischer- 
Punkt, je naeltdem er von 
irgend einer Tangente durch 
die beiden in t Hegenden Kur- 
venpitnkte S und S^ getrennt 
vdrd oder nield getrennt wird. 



110. Trennung" der elliptischen und hyperbolisclien 
Elemente durch die Kurvenelemente. Da nach Xr. 109 
nur die Strahlen a des hyperbolischen Punktes T die Kurve 
schneiden, die von dem beliebigen Kurvenpunkte A durch 
die von T ausgehenden Tangenten s und s, nicht getrennt 
werden, so ergiebt sich, dafs es nicht zwei Kurvenpunkte 
giebt, die durch die Tangenten s und s^ getrennt werden: 
1. Zwei beliebige Kurvenpunkte und zwei beliebige 
Tangenten bilden immer einen lit/perholisch^n Wurf. — 

Ist e eine beliebige elliptische nnd h eine beliebige 
hyperbolische Gerade, so ist ihr Schnittpunkt T=^eh, als 
Punkt von e, ein hyperbolischer Punkt'"''; seine Tangenten 
seien s und s,. Da die hyperbolische Gerade h die Kurve 
schneidet""^'*, so mufs e von h durch die Tangenten s und 
s, getrennt sein; denn sonst würde auch e die Kurve 
schneiden'!"": 



2. Jede eDiptische Gerade 
e wird von jeder hyperbo- 
lischen Gerade h getrennt 
durch die beiden Tangenten 
s und fij, die durch den 
Schnittpunkt T der beiden 
Geraden e und /( gehen. 



2. Jeder elliptische Punkt 
E wird von jedem hyperbo- 
lischen Punkte -ff getrennt 
durch die beiden Kurven- 
punkte «'^ und S^, die in der 
Verbindungslinie ( der beiden 
Punkte /? und // liegen. 



1 111. Das zweite g-emeinsame Element zweier 
Kurven. 

Weil durch jeden Punkt 1 Weil in jedem Strahl eines 
einer elliptischen Gerade | elliptischen Punktes zwei 
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zwei Tangenten gehen i'"^', 
so ergiebt sieh ausNr. IIO^, 
dafs eine Gerade x, die sich 
ans der elliptischen Gerade e 
in die hyperholisehe G-erade 
h nm den Schnittpunkt von 
e nnd h dreht, während dieser 
Drehnng einmal mit einer 
Tangente (s oder s^ zusam- 
men fallen mufs. Da jede 
Bewegung einer Gerade x 
anfgefafst wecden kann als 
zusammengesetzt ans unend- 
lich vielen, unendlich kleinen 
Drehungen, so mufs die Ge- 
rade X während jeder Be- 
wegung , durch welche sie 
von e nach h gelangt, min- 
destens einmal mit einer 
Tangente zusammenfallen. — 
Sind nnn /;* und P zwei 
Kurven, die eine Tangente s 
gemeinsam haben, so ist von 
den beiden Tangenten u und 
V von k-, welche der gemein- 
samen Tangente s benachbart 
sind, für die zweite Kurve l" 
die eine eine elliptische, die 
andere eine hyperbolische 
Gerade. Die Tangente x 
kann die Knrve k'^ besehrei- 
ben in dem Sinn usv und 
in dem Sinn uvs i^''»; hei 
jeder Bewegung mufs sie, 
wie wir oben sahen, minde- 
stens einmal mit einer Tan- 
gente der Kurve l- zusammen- 
fallen. Die Kurve i^ hat also 
mit der Kurve /"- aufser s 
noch eine zweite Tangente 
gemeinsam : 



Kurvenpunkte liegen <'°^l, so 
ergiebt sich ans Kr. 110^, 
dafs ein Punkt .X, der sieh 
von dem elliptischen Punkt 
E zum hyperbolischen Punkt 
H auf der Verbindungslinie 
EH bewegt, während dieser 
Bewegung einmal mit einem 
Kurvenpnnkt (5 oder SJ zu- 
sammenfallen mufs. Da jede 
Bewegung eines Punktes X 
anfgefafst werden kann als zu- 
sammengesetzt ans unendlich 
vieleUjUnendlieh kleinen gerad- 
linigen Bewegungen, so mnfs 
der Punkt X während jeder 
Bewegung, durch welche er 
von E nacb H gelangt, min- 
destens einmal mit einem 
Kurvenpunkte zusammen- 
fallen. — Sind nun k^ und 
l- zwei Kurven, die einen 
Punkt S gemeinsam haben, 
so ist von den beiden Punkten 
U und V von k", welche 
dem gemeinsamen Kurven- 
pnnkt S benachbart sind, 
für die zweite Kurve P 
der eine ein elliptischer, der 
andere ein hyperbolischer 
Punkt. Der Punkt X kann 
die Kurve k'^ beschreiben im 
Sinne USV und im Sinne 
f/FS<6W; bei jeder Be- 
wegung mufs er, wie wir 
oben sahen, mindestens ein- 
mal mit einem Punkt der 
Knrve t- zusammenfallen. Die 
Knn'e k' hat also mit der 
Kurve l- aufser S noch einen 
zweiten Punkt gemeinsam: 
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Haben zwei Kurven eine 
Tangente geraeinsam, so 
haben sie noch eine zweite 
Tangente gemeinsam*^^ *>, 



Haben zwei Kurven einen 
Punlit gemeinsam, so liaben 
sie noch eineu zweiten Puniit 
gemeinsam. 



§ 10 * Koiyugierte Durchmesser. 
12 112.* Zirkulare Involution. Dreht sieh ein rechter 
Winkel mit den Schenkeln a und l um seinen Seheitel S, 
so erhalten wir in S, wenn wir die Strahlen a und l ho- 
molog nennen, zwei kongmente und daher **'"' projektive 
Strahlenbttsche!, Diese beiden Strahlenbüeehel haben invo- 
Intorische Lage f''*', weil / in a fallt, wenn a in ^ fällt Die so 
durch die Znordnung auf einander senkrechter Strahlen in 
S erhaltene Involution, die wir eine zirkuläre nennen wollen, 
schneidet jede Gerade in einer Punktinvolntion. Von be- 
sonderer Wichtigkeit nun ist die Pnnktinvolution, in der sie 
die uneigentliche <^' Gerade o schneidet. Konstruieren 
wir nämlich eine zweite zirkuläre Strahleninvolution Äj, so 
sind je zwei homologen (anf einander seniireeht stehenden) 
Strahlen von S. zwei homologe Strahlen von S parallel; 
die homologen Strahlen von Sj sehneiden daher o in einem 
Punktpaar der von S ausgeschnittenen Involution. 

Wir erhalten also immer dieselbe Punktinvolntion in o, 
von weicher zirkulären Strahleninvolution wir auch ausgehen, 
so dafs wir uns die Involution o^ als eine fest in der un- 
eigentliehen Gerade gegebene Involution zu denken haben, 
die allein vom Begriff des rechten Winkels abhängig, von 
der Lage eines Punktes oder einer Gerade in der Ebene 
aber unabhängig ist und daher auch wohl die absolute 
Involution genannt wird. Uns dient sie dazu, manchen 
Sätzen der Planimetrie eine in unsern Sprachgebrauch besser 
passende Fassung zu geben, 

Dafs wir immer dieselbe Involution o" erhalten, von 
welchem Punkte S wir auch ausgehen, drücken wir ver- 
mittelst einer Definition und eines Lehrsatzes ans. 

1. Defimtion: Die Pnnktinvolution, in der eine be- 
liebige zirkuläre Strahleninvolntion die nneigentliehe 
Gerade schneidet, heifst die zirhdare Pnnktinvolution. 

2. Lehrsatz: Jede zirkuläre Strakleninvolution liegt 
perspeldiv zu der zirkulären Punktinvolution, — 
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Da zwei auf einander senkrechte Strahlen nicht zu- 
sammenfallen können, so hahen wir: 

3. Jede zirkuläre Involution ist elliptisch. — 

4. Für uns haben die im folgenden gebraaehten Aus- 
drücke wie: Zwei Strahlen stehen auf einander senkrecht, 
immer nnr die Bedeutung: ZHe beiden Stra/den gehen durch 
zwei homologe Punkte der zirkulären Purtkünvolation. 

Schneidet z, B. eine beliebige Gerade die nneigentliche 
Gerade o in A und ist A^ der A homologe Punkt von o-, 
so geht durch A, (aurser unendlich vielen eigentlichen Ge- 
raden auch) die aneigentliche Gerade o gelbst. 

Wir sagen daher: 

5. Jede Gerade steht auf der uneigentlichen 
Gerade eenkreebt. — 

6. Stehen zwei Strahlen einer Strahleninvolution 
auf ihren homologen senkrecht, so steht jeder Strahl 
auf seinem homologen senkrecht; oder: 

Eine Strahleninvolution ist zirkulär, wenn zwei 
Strahlen auf ihren homologen senkrecht stehen. 
Denn die Stralileninvolution schneidet die uneigent- 
liche Gerade in einer Pmiktinvolution , die mit der 
zirkulären in einem Wurf übereinstimmt und daher l^^,) ^aii 
ihr identisch ist. — 

7. Wenn in einem Viereck zwei Seiten auf ihren 
Gegenseiten senkrecht stehen, so steht auch die dritte 
Seite auf ihrer Gegenseite senkrecht. 

Denn die Gegenseiten eines Vierecks sehneiden jede 
Gerade in Punktpaaren einer Involution <^*^'; die Involution 
aber, welche unser Viereck auf der uneigentlichen Gerade aus- 
sehneidet, stimmt mit der zirkulären in 
zwei Punktpaaren und daher *''*J auch im 
dritten Punktpaar überein, — ■ 

Nennen wir das Viereck, in dem zwei 
Seiten auf ihren Gegenseiten senkrecht 
stehen, BB^CC^ (Fig. 73) nnd die Dia- '^[^ 
gonalpunkte S F, so bilden die Strahlen 
0(SF.B C) einen harmonischen Wurf i'^*«'. 
Da C senkrecht auf B steht, so ist 
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8. Die Seiten eines Vierecks, in dem zwei Seiten 

auf ihren Gegenseiten senlirecht stehen, lialbiercn die 

Winkel dee Diagonaldreiecks. 

i Anmerkung. Die beiden letzten Sätze sind identisch mit 

den planimetrisehen: 1. Die Höhen eines Dreiecks gehen 

dnrch einen Punkt; 2. die Fufspunkte der Höhen eines 

Dreiecks bilden ein zweites Dreieck, dessen Winkel von 

den Höhen des ersten halbiert werden. 

3 113.* Rechtwinkliges Strahlenpaar einer Involution. 

Lehrsatz: In jeder Strahleninvolution gieht es zwei 
homologe Straläen, die atif einander senkrecht stehen. 
Konstruktion des rechtwinkligen StraMenpaares : Die 
Strahleninvotution 5 sei durch den Wurf aa^.bb^ (Fig. 74) 
gegeben 1*W. Ein Kreis, der durch den Punkt S geht, wird, 
weil der Kreis eine Kurve 
zweiter Ordnung ist <'^ ^', von 
der Strahleninyolution S in 
^■^ einer krummen Pcinktinvolution 
geschnitten , die durch die 
Panktpaare Ä A^ . B B^^ in 
4 denen die Strahlenpaare aa, .hb^ 
den Kreis schneiden, bestimmt 
ist. Verbinden wir das Invo- 
lutionszentrum "^1, den Schnitt- 
punkt von ÄA^ und 5 5,, mit 
dem IMittelpunkt des Kreises 
und projizieren die Schnittpunkte 
■ ^i- dieser Verbindungslinie und des 

' durch l und l^. so sind l und i^ die beiden 
homologen Strahlen, die auf einander senkrecht stehen. 
z Zusatz. 1. Ist die Involution hyperbolisch, so können 

wir, wenn die Ordnungselemente bekannt sind, die gesuchten 
Strahlen bequem zeichnen: sie sind die Halbierungslinien 
der von den Ordnungsstrahlen gebildeten beiden Winkel. 
Denn diese Halbierungslinien stehen auf einander senkrecht 
und sind, weil sie durch die Ordnungsstrahlen harmonisch 
getrennt werden i^*'', zwei homologe Strahlen der Invo- 
lution (^9*. 

2. Ist der Mittelpunkt der Strableninvolution ein un- 
eigentlicher Punkt, so bildet die uneigentliche Gerade mit 
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der ihr homologen eigenüiehen Gerade da^ rechtwüiklige 
Strahlenpaarl^H 

114.* Konjugierte DuFChmessep. Die in § 7 bewie- " 
seneii Sätze Hber Pol und Polare gelten allgemein lUr jede 
Gerade und ihren Pol; eine besondere Wichtigkeit haben 
sie aber für die unendlich ferne Gerade ^^^ o und ihren Pol (K 
Eine Reibe von Sätzen, die man in der Geometrie der 
Kegelschnitte zu beweisen pflegt, sind nichts anderes als 
Anwendungen unserer allgemeinen Sätze auf die uneigent- 
liche Gerade. Da aber ihr Zusammenhang mit den Polar- 
eigensehaften einer Kurve durch eine von der unsrigen ab- 
weichende Ausdrueksweise verdeckt wird, so wollen wir die 
für die uneigentliche Gerade und ihren Pol geltenden 
Eigenschaften noch einmal in besondern Sätzen hervorheben. 
Dazu fuhren wir folgende Bezeichnungen ein. 

1. Die Polare eines uneigentliehen Pmiktes heifst 
ein Durchmessei- der Kurve. 

2. Der Pol der uneigentliehen Gerade, der Schnitt- 
punkt der Durchmesser <''^'>, heifst der Mittelpunkt der 
Kurve. 

3. Zwei homologe Strahlen der konjugierten Strahleu- 
involution des Mittelpunktes heifsen konjugierte Duroh- 
messer oder, mit andern Worten ***'' : Zwei Durch- 
messer, von denen der eine durch den Pol des andern 
geht, heifsen konjugiert. 

4. Zwei Richtungen heifsen konjugiert, wenn sie 
zwei konjugierten Durchmessern parallel sind. 

5. Ein Darehmesser, der die uneigentliche Gerade 
in einem Punkte sehneidet, der mit dem Pol des 
Durchmessers ein Punktpaar der zirkulären Punkt- 
involution <"^'' bildet, heifst eine Adise der Kurve. 

6. Jede Kurve hat zwei Achsen'''^'. 

115.* Beispiel, Wie besondere Sätze aus unsern all- ii 
gemeinen gewonnen werden, soll an einem Beispiel aus- 
führlich gezeigt werden. — Ist S S^ eine beliebige Sehne 
der Kurve und Pco '^^ unendlich femer Punkt, so geht 
die Polare von P^ 1. weil P^ in der unendlich fernen 
Gerade liegt, durch den Mittelpunkt der Kurve 1*"='; 2. durch 
den von P^-, durch S und S^ harmonisch getrennten 
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Punkt ''«■>_, als*, dnrch die Mitte der Sehne S S, <"«'; 3. dureli 
den Schnittpunkt der Tangenten in S und S, '*^''. 

Lehrsat/.: Der Schnittpunkt zweier Tangenten, die 
Mitte ihrer Berührnngsseline und der Mittelpunkt der 
Kurve Hegen in einer G-erade. 
6 116.* Parallele Sehnen. 

1. Die Polaren der Punkte eines Durchmessers sind 
dem konjugierten Durchniesserl"*»! paralleK"W. Die Polaren 
der Punkte einer Achse"'*'' stehen senkrecht auf der Aehse<^*^'. 

2. Die Mitten paralleler Sehnen liegen in einem Durch- 
messer'*''^. — Jeder Durchmesser und die von ihm halbierten 
Sehnen haben konjugierte RichtungenC'^'i. 

3. Jeder Durchmesser, der die Knn'e schneidet, wird 
durch den Mittelpunkt halbiert'**''; die Tangenten in den 
Endpunkten dieser Durehmesser sind einander'^^^i* und den 
vom Durehmesser halbierten Sehnen parallel'*^'. 

4. Die Diagonalen jedes eingeschriebenen Parallelo- 
gramms schneiden sich im Mittelpunkt der Karve'***. 

5. Die Diagonalen jedes umgeschriebenen ParaJielo- 
gramms sind konjugierte Durehmesseri^^'i ; das zugeordnete 
Kurvenviereek ist ein Parallelogramm'^'*, 

6. Zwei Seiten eines Kurvendreiecks, dessen dritte Seite 
ein Durchmesser ist, haben konjugierte Richtnngen. 

Denn die Geraden, die die Mitte der dritten Seite, den 
Mittelpunkt der Kurve'"*'', mit den Mitten der beiden ersten 
Seiten verbinden, sind den beiden ersten parallel und kon- 
jugierte Durchmesser. 
1" 117.* Symmetrische Lagre der Kupvenpunkte zu 
zwei konjugierten Dupehmessem. Sind d und d^ zwei 
konjugierte Durchmesser*" ^i' und S ein beliebiger Punkt der 
Kun-e, so erhiilt man zwei neue Kurvenpunkte 5, und -S^, 
indem man durch S Parallelen zu d und d^ zieht und auf 
diesen die beiden Punkte S, und 5^ so bestimmt, dafs die 
Strecken 5 S, und 5 5, durch d^ und d halbiert werden"^"'. 
Verbindet man noch S mit dem Schnittpunkt der Durch- 
messer, dem Mittelpunkt der Kurve*"^', und nimmt auf dieser 
Verbindungslinie einen Punkt S^ so an, dafs S Sg durch 
halbiert wird, so hat man vier Kurvenpnnkte S »S^ S^ S.j, die 
ein Parallelogramm bilden, dessen Seiten den konjugierten 
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Durch messen! paralk'l sind. Das Ergebnis drücken wir 
so aus: 

Die Knrve liegt symmetrisch zn je zwei konjugierten 
Durchmessern. 

118.* Parallele Tang-enten. n 

Aufgabe: Diu Tangente zu zeichnen, die eina- gegebenen 
Tangente parallel ist. 

Lösung; Die Knrve sei durch S S k und T gegeben'^* ^\ 
Wir wollen den Eeröhrungspunltt der 5 3" parallelen Tangente 
zeichnen. — Wir wählen auf S T den Punkt K so, dafs T 
die Mitte von S K ist, and zeichnen zu dem Strahl S^ K 
von S, den zugeordneten von S. Wir verbinden also'" ^* 
den Pnnkt X*,, in dem S^K die Sehne kS schneidet, mit 
T and den Punkt D. in dem diese Verbindungslinie D^ T 
die Sehne kS^ sehneidet, mit 5. Der Schnittpunkt A von 
SD und S^D^ ist der gesuchte; denn seine Tangente 
wird, wie eine Anwendung von Nr. 51^ auf das von den 
Tangenten in S 5, Ä gebildete Dreiseit ergiebt, von dem 
Strahl A T durch S und S^ harmonisch getrennt, schneidet 
also die Tangente von S in dem von T durch S und K 
harmonisch getrennten Punkte*^'"', d. i. im unendlich fernen*^''''. 
— Schneidet der Strahl S D den Strahl Ä, Z>, im un- 
endlich fernen Punkt A, so ist die Tangente, weil sie den 
Punkt A mit dem unendlich fernen Punkt von S T verbindet, 
die anendlieh ferne Gerade. Auf diesen besondern Fall 
gehen wir in Nr. 127 näher ein, 

Zusatz. Da sieb also zu jeder Tangente eine ihr z 
parallele zeichnen läfst, so können wir jede Kurve auch als 
bestimmt*''* ^' ansehen durch zwei Punkte, deren Tangenten 
sich in einem anendlich fernen Punkte T^ schneiden, und 
einen beliebigen dritten Punkt A. Bezeichnen wir die beiden 
ersten Punkte durch S and S^ (nicht mehr, wie in der eben 
angegebenen Konstruktion, durch 5 mid A), so können wir 
jede Kmve als gegeben ansehen durch SS^A und T,^. 

Anmerkung. Bei der Zeichnung einer Kurve empfiehlt a 
es sieh, jedesmal die der Tangente in S parallele Tangente 
zu zeichnen, da die Verbindungslinie ihres Berühmngspmiktes 
und des Punktes S, als Polare''^ '^'^ des imendlieh fernen 
Punktes 3" 00, ein Durchmesser l^"i' und die Mitte dieses 
Durehmessers der Mittelpunkt der Kurvef^^'"' ist. 
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Hfl 119.* Achsen der Kurve. 

Aufgabe: Die Ac/i3en einer Kwme zu zeichnen. 
Lösung: Wir haben in der Strahleninvolution des Kurven- 
mittelpunktes die beiden homologen Strahlen zu zeichnen, 
die auf einander senkrecht 
yr^ ~~-^ stehen<"*>'. — Ist die Kurve 

/C /\ \ durch5S,Aund7'oo(Fig.75) 

?\--^^ \ \ gegeben("*^', die Mitte von 

■1 ^i^'^A^'^^^'-i y I also*"**' der Knrven- 

~ \ 'V^Cv^nT// /'^^ mittelpnnkt, so sind Tcc 
\ ! (ViV^Vv'^ '"^^ ^ '^ '^'^^^ konjugierte 

\j' l ^\>Ka Durchmesser; ein zweites 

^ ^'"—-V— -;;5\ "^Vt — Paar erhalten wir, indem wir 
"° \^ wx /] mit den Mitten der Seiten 

/ \^^^\V/ AS, und AS verbinden' "««1. 

yC r^:-»^^.;^-,,.. . jij jgj durch diese beiden 

' Strahlenpaare bestimmten In- 

volution zeichnen wir nach 
Nr. 113 die beiden homologen Strahlen, die auf einander 
senkrecht stehen (Siehe Fig. 75). 

IM iiii^f 120.* Definition der Ellipse und der Hyperbel. Die 

konjugierte Strahleninvolution des Kurvenmittelpünktes 
(oder die perspektiv zu ihr liegende"^ Punktinvolutiou der 
unendlich fernen Gerade o) ist charakteristisch fiir die Ge- 
stalt der Kurve. Liegt auf seiner Polare o, so ist ein 
Kurvenpunkt'*^ ^>' und o seine Tangente und die konjugierte 
Strahleninvolution ist parabolisch'^^'. Wenn wir diesen Fall 
(den wir in Nr. 127 betrachten werden) vorläufig ansschliefsen, 
also annehmen, dafs ein eigentlicher Punkt ist, so kann 
die Strahleninvolution des Kurvenmittelpunktes elliptisch 
oder hyperbolisch sein. 

1. Definition: Eine Kurve, für welche die konjugierte 
Strahleninvolutitm des Miüelputüctes ellipüsch {hyperbolisoK) 
ist, Im/st eine Ellipse {Hyperbel). 

Da die Strahleninvolution von perspektiv liegt zu 
der konjugierten Ptmktinvolution der Polare o''^', so 
haben wir: 

2. Eine Ellipse hat keinen unendlich fernen Punkt; 
eine Hyperbel hat zwei unendlich ferne Punkte. 
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121.* Durchmesser der Ellipse und der Hyperbel, isi 

1. Der Mittelpunkt der Ellipse ist ein elliptischer 
Punkt^'«^'). 

2. Jeder Durchmesser schneidet die Ellipse'""'; ins- 
besondere: jede der beiden Achsen sehneidet die Ellipse; 
die Schnittpunkte einer Achse mit der Ellipse heifsen 
Scheitel; die Tangenten in den Scheiteln einer Achse stehen 
senlureeht auf der Achse'"*'''. 

3. Der Mittelpunkt der Hyperbel ist ein hyperbolischer 
Pnnkt<""'i'; die durch ihn gehenden Tangenten <'"*•' heifsen 
Ämjmptoten. Die Berührungspunkte der Asymptoten sind die 
nnendlieh fernen Punkte der Hyperbel'**^''. 

4. Je zwei konjugierte Durehmesser werden durch die 
Asymptoten harmonisch getrennt^'^l 

5. Die beiden Geraden, welche die von den Asymptoten 
gebildeten Winkel halbieren, sind die Achsen der Hyperbel'^ '^^'l. 

6. Von zwei konjugierten Dorchmessem schneidet der 
eine die Hyperbel, der andere nichtl"""*; insbesondere: von 
den beiden Achsen sehneidet die eine die Hyperbel, die 
andere nicht. Die Achse, welche die Hyperbel schneidet, 
heifst die Hauptachse ; ihre Schnittpunkte mit der Hyperbel 
heifsen Scheitel; die Tangenten in den Scheiteln stehen 
senkrecht auf der Hauptachse'*'"^''. 

122.* Hyperbeltangrenten. Nennen wir die beiden i*^ 
Asymptoten der Hyperbel w und n und ihre unendlich fernen 
Berührungspunkte»'^''' M und N und einen beliebigen Punkt 
der Hyperbel A, so bilden A M N ein Kurvendreieck, von 
dem die eine Seite M N die unendlich ferne Gerade ist. 
Wenden wir auf dies Kurvendreieck den Satz Nr. öl^ an, 
so ergiebt sich, dafs die Seite M N die Tangente a der 
gegenüberliegenden Ecke A in einem Punkte K schneidet, 
der von A durch m und n harmonisch getrennt ist. Da aber 
K der anendlich ferne Punkt von a ist, so ist A die Mittel*''"' 
der Strecke, die von m und n auf a begrenzt wird: 

1. Die Strecke, welche auf einer beliebigen Hyperbei- 
tangente von den beiden Asymptoten begrenzt wird, 
wird durch den Berührnngspunlct halbiert. — 

Sind A und B (Fig. 76) zwei beliebte Punkte der 
Hyperbel, so bilden sie mit den beiden unendiich fernen 
Punkten M und N ein Kurvenviereck, dessen einer Diagonal- 
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punkt -ß der nnendiich ferne Punkt von A B ist, während 
die Verbindungslinie der beiden andern F nnd Q die Sehne 
A B iu C halbiertl^H Schneidet die Tao^ente a des 
Punktes A die drei Diag^onallinien des Kurvenviereeks AB MN 
in den di-ei Punkten T, 
Ä and A^, so ergeben 
die Verbindungslinien 
TB, -4M, A^W die 
Tangente ^ in B und 
die beiden Asymptoten 
m und «<«'>. Die Tan- 
gente j5 schneidet die 
^ -j—-^ g^ Asymptote m in einem 

p. ^g Punkte -5 der Diagonal- 

linie PR und die 
Asymptote n in einem Punkte B^ der Diagonallinie Q R. 
Da R der unendlich ferne Punkt von A B, d. h.(^> da 
AB^\\^B\\A^B ist, so haben wir: 

2. Die Asymptoten einer Hyperbel echneiden zwei 
beliebige Tangenten in den Ecken eines Trapezes, 
dessen Grundlinien der Berührungssehne der beiden 
Tangenten parallel sind, — 

Aus A jSj II Aj^ B ergiebt sieh weiter: Dreieck A^ B A 
^= A^ B Bj ; addieren wir zn jedem dieser Dreiecke das 
Dreieck A^ B 0, so ist OAA^ = OBB^: 

3. Jede Tangente begrenzt mit den beiden Asym- 
ptoten ein Dreieck von unveränderlichem Inhalt. 

13 123.* Hypepbelsehne. Die Diagonallinie PQ (Fig. 76), 
welche die Sehne A B in C halbiert"^^'', geht, weil sie der 
Vierecksseite M N zugeordnet ist^'* ^\ durch den Schnittpunkt 
der Asymptoten m und m'^"', also durch den Kurvenmittel- 
punkt**' ^•'. Da femer R der Pol der Diagonallinie P Q 
ist**^'', so sind R und C konjugierte Durchmesser^'^*'), 
werden also^*''^ durch die Asymptoten m und n harmonisch 
getrennt; C ist daherl^^'' auch die Mitte der von den 
Asymptoten m und n auf der Sehne A B begrenzten 
Strecke : 

Die Mitte einer Hyperbelsehne ist zugleich die Mitte 

der von den Asymptoten auf der Sehne begreuKten 

Strecke. 
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124.* Kennzeichen für die Ellipse und die Hyperbel, la 

Ist eine Kurve durch S S^ k und Tod gegebenl'is^l, so läfst 
sich ein einfaches Kennzeichen dafür angeben, ob die Kurve 
eine Ellipse oder Hyperbel ist. Die unendlich ferne Gerade, 
die durch Too geht, hat nämlich mit der Knrve keinen 
Punkt oder zwei Punkte gemein, je nachdem sie von A 
durch die parallelen Tangenten s und s^ in S und ä, ge- 
trennt ist oder nicht*'*"". Ziehen wir also durch A eine be- 
liebige Gerade, welche s und s, in C und D schneidet, so 
ist die Knrve eine Ellipse oder Tangente, je nachdem A auf 
CD oder auf C I)*-^'' liegt*"-'. Sagen wir im ersten Fall, 
dafs der Punkt innerhalb, im zweiten, dafs er aufserhalh 
der parallelen Tangenten * und Sj liegt, so haben wir den 
Lehrsatz: Eine Kurve ist eine Ellipse oder Hyperbel, 
je nachdem ein beliebiger ihrer Punkte durch irgend 
zwei parallele Tangenten von der unendlich fernen 
Gerade getrennt wird oder nicht; oder mit andern 
Worten: je nachdem ein beliebiger Korvenpunkt 
innerhalb oder aufserhalh irgend »weier parallelen 
Tangenten Hegt. 

125.* Abschnitte auf zwei parallelen Tangenten, i^ 

Ist eine Kurve durch SS^d. und 2'cc (Fig. 77) gegeben'"^ ^>, 
so erhalten wir einen neuen Kurvenpunkt A'" ^), indem wir 
irgend eine Parallele zu der Tangente STod^s ziehen 
und die Punkte D und D^, in denen sie von den Seiten 
AS, und A5 des Kurvendreiecks AäS, geschnitten wird, 
aus S und S, projizieren. Bezeichnen wir noch die Punkte, 
in denen die Tangente « von A S^ und A S^ geschnitten wird, 
durch K und i, nnd die Punkte, in denen die Tangente 
S, Tco^Si von AS und AS geschnitten wird, durch K^ 
und L^, so ergiebt sich aus der Figur 

SK _ PS _ D^S _ SL 

folglich SK.K^S^ = SL.LiS^, folglich 
SK.S^K, =Siv.5, X,. 
Unser Produkt hat also denselben Wert, ob wir von 
dem Kurvendreieck S S, A oder von dem Kurvendreieek 
S S, A ausgehen, mit andern Worten: Das Produkt üt konstant. 
Bezeichnen wir diesen konstanten Wert durch -{-41'', so 
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lehrt die Anschauung, dafs für eine Ellipse, für welche (wie 
in der Figur) A innerhalb der parallelen Tang^enten s und 
s^ liegtl'ä*), die Strecken S K und S, K^ dieselbe Richtung 
haben, ihr Produkt alao'*^' positiv ist; ftlr eine Hyperbel 
dagegen negativ. Um das Ergebnis bequemer io Worte 
kleiden zu können, bemerken wir noch, dafs die Seite AS^ 
des Kurvendreiecks A S S^ die Tangente s der Gegenecke 
S in einem Punkte K schneidet, der von S durch die Tan- 
genten s, und a der beiden andern Ecken harmonisch ge- 




trennt wird*"''. Da nun .= vou s^ in dem unendlich fernen 
Punkte Tcß geschnitten wird, so wird s von a in der Mitte 
A von SK geschnitten*^'"*; ebenso ergiebt sieh, dafs «^ von 
« in der Mitte A^ von 5, K^ geschnitten wird. Wir erhalten 
daher 

für eine Ellipse : 5 ,4 . S, ^, = -j- b"-; 
fär eine Hyperbel: S^.Äj-4, = — h-. 
Lehrsatz: Das Produkt aus den Strecken, die eine 
veränderliche Tangente auf zwei festen parallelen Tan- 
genten abschneidet, ist konstant, und zwar für eine 
Ellipse positiv, für eine Hyperbel negativ. 

:e 126.* Gleichungen der Ellipse und der Hyperbel. 

SS, (Fig. 77) ist als Polare l««2i> des unendlich fernen 
Punktes Tco ein Durchmesser, die Mitte von SS, 
also der Mittelpunkt der Kurve <i"**', und Tcj:, und OS 



y Google 



§ 10. Konjugierte Durchmesser. NY 126—127. 139 

sind Kwei konjugierte Durchmesser"'*''. Schneidet die Ver- 
bindungslinie A J'oo den Darchmesser S 5, in Q, so ist 
QA _S,Q Qk _ SQ 
SK " S,.S" S, K, ~ SS,' 
QK' _ SQ.S^Q _ QS.S,Q 
S Ä . S, ff, ~ S S, . Ä, 5 ^ S Sf ■ 
Beziehen wir den Kurvenpunkt A anf ein scliiefwinkliges 
Koordinatensystem, dessen Achsen die beiden konjugierten 
Dnrchmesaer OS nnd T<x> sind, und bezeichnen daher 
Q durch « and Q A durch y, so ist, wenn wir noeli 
SS,=2a setzen, Q S . S, <> = a- — «- und femer 



folglieh 



fl1r eine Ellipse : 4j ^ " 



-, foIg:lieh — + 7 



für eine Hyperbel: - 



, folgli,-h - 



127.* Parabel. Wir wenden uns jetzt zu dem Fall, den is? 
wir in Sr. 120 ausgeschlossen haben, dafs nämlich die 
konjugierte Strahleninvolution des Kurvenmittelpunktes para- 
bolisch ist. 

1. Definition: Eine Kurve, für welclie die konjugierte 
Strahleninvolution des Mittelpunktes parabolisch ist, hei/st eine 
Parabel. 

2. Der Mittelpunkt der Parabel ist ein parabolischer 
Punkt*"'"'* und daher""^' ein Kurvenpunkt. 

3. Die unendlich ferne Gerade, als Polare des Jlittel- 
piinktest"^', ist eine Tangente der Parabel'** ^''. Der Mittel- 
punkt, als Berührungspunkt dieser Tangente, ist ein unendlich 
ferner Punkt. 

4. Jede Kurve, die die unendlich ferne Gerade berührt, 
ist eine Parabel; denn der Pol der unendlich fernen Gerade 
o, der Mittelpunkt*'^**' der Kurve, ist der Berührungspunkt 
von o(8'^; die konjugierte Strahleniuvolution eines Kurven- 
punktes aber ist parabolisch'*^''. 

5. Jeder Durchmesser schneidet die Parabel (im un- 
endlich fernen Mittelpunkt und daher<''ä» noch) in einem 
eigentlichen Punkt. — 

Weil die unendlich ferne Gerade eine Tangente ist, so 
wird die Parabel durch vier Stücke bestimmt*""^': 
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6. Eine Parabel ist bestimmt durch 3 Punkte und den 
unendlich fernen (Mittel-) Punkt; durch zwei Punkte und 
ihre Tangenten; durch 'ä Tangenten und den Berührungs- 
punkt der einen; durch 4 Tangenten. 




ZurÜbuus"'^): ^'Ä^A ooBlää); 5qo-S^AB(»°1; SSj A«;üCöä). 

13 128* Die konjugierte Involution eines Parabel- 

durehmessers. Ist eine Parabel durch zwei Punkte und ihre 
Tangenten <^^"»', also durch SS^ und 2' gegeben, so können 
wir, wenn wir den noch unbekannten, unendlich fernen 
Punkt der Parabel mit bezeichnen, auf das Kurvendreieck 
SS^O den Satz Nr. 51, anwenden. Danach schneidet die 
Seite S^ die Tangente ST—« der Gegenecke in einem 
Punkte K, der von S durch die Tangenten s, und o der 
beiden andern Ecken S, und harmonisch getrennt wird. 
Da s von o im unendlich fernen Punkt geschnitten wird, 
so ist T die Mitte von S K^-^^^K Verbinden wir T mit der 
Mitte C von S S^, so geht TC, weil TC\\ S^K ist, durch 
den Mittelpunkt 0: 

1. Die Gerade, welche den Schnittpunkt zweier 
Parabeltangenten mit der Mitte der zugeordneten Be- 
rUhrungssehne verbindet, ist ein Durchmesser. — 
Bezeichnen wir den eigentlichen Punkt, in dem die 
Parabel einen Durchmesser schneidet'^^'''*, durch A, so sind 
A und der Mittelpunkt die Ordnnngspunkte der konju- 
gierten Involution <''^'' des Durchineseers, Da je zwei kon- 
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jugierte Punkte des Durehmessers durcli A und harmonisch 

getrennt werden "^'l, so sind sie gleich weit von A entfernt'""' : 
2. Der eigentlielie Punkt, in dem ein Dnrehmeaser 
von der Parabel geschnitten wird, ist die Mitte zwischen 
je zwei konjngierten Punkten des Durehmessers. 
129.* Tangentendpeieck. Es seien SS^A (Fig. 79) li 

drei beliebige Punkte einer Parabel, von der der unendlich 

ferne Punkt sei. Aaf das Kurvenviereck S S^A wenden 

wir den Satz Nr. 59 an : Das Diagonaldreieek I' Q R des 

Kurvenvierecks S S^A ist dasselbe 

wie das Diagonaldreieck des zuge 

ordneten Kurvenvierseits ss, ao; drei ^'^ 

Ecken dieses Vierseits sind die P mkte 

in denen die drei 'weiten de& Dn T-K'^ij 

gonaldreiecks FQL von der onend 

lieh fernen Gerade o geschnitten 

werden; die Gegenecken T MM ^ 

dieser drei Ecken, ii denen sich die Fg 79 

Tangenten >!s^a schneiden mUsaen daher die Mitten l^'>* der 

Seiten des Diagonaldreiecks FQ R sein 

1. Die Tangenten in drei bell bigen Parabelpankten 
halbieren die Diagon illimen desjenigen Kurvenvierecks, 
das von den drei Punkten nnd dem unendlich fernen 
Punkt der Parabel gebildet wird — 

Vermittelst dieses Lehrsatzes ergiebt sich aus der Figur : 
Dreieck RS,Q^RS,S 
Dreieck RS,A=RS^A 
Dreieck Q fi~A~^s"s, A 
Dreieck QUA ^2TMM, 
Dreieck SS^A =2TMM^. 

2. Jedes Kurvendi-eieck einer Parabel ist doppelt 
so grofs wie das zugeordnete Kurvendreiseit. — 

Schalten wir zwischen S und A einen Parabelpunkt ß 
nnd zwischen S^ und A einen Parabelpunkt f ein und 
wenden auf jedes der Kurvendreieeke SAB und -S^ A f 
nnsern Satz an, so erkennen wir durch unbegrenzt fortge- 
setztes Einschalten von Parabelpunkten, dafs die von der 
beliebigen Sehne SS^ nnd der Parabel begrenzte Fläche 
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doppelt so grofa ist wie das anfserhalb der Parabel liegende 
Fläehenstlick des Dreiecks S 5^ T: 

3 Das Dreieck, welches von zwei Parabeltangenten 

und ihrer Berühranssb.ehiie gebildet wird, ist 4 inal so 

grofi- wie das zugehörige Parabelscgment, 

10 130.* Gleichung: der Parabel. Sehen wir eine Parabel 

als gegeben an durch *> S^ A und Ty^ C^* ^\ so mufs, weil 

5.S| ein Durchmesser ist'i^*^', der Punkt S, (oder S) in 

den unendlich fernen Punkt der 

Parabel fallen n*'»), so dafs T^O 

(T^S^) die unendlich ferne Gerade*'' 

ist. — Wir zeichnen einen vierten 

Kurvenpunkt A'*' ^\ indem wir irgend 

zwei Punkte fJ und D^ (Fig. 80) in 

I den Seiten A nnd A S des Kurven- 

dreieeks A S, die mit T^ in einer 

Gerade liegen, ans S und projizieren, 

und bezeichnen die Punkte, in denen die Tangente S T^ 

von A und A geschnitten wird, durch K und K^, Weil 

K JJ=^ K^ IJ, ist, so ergiebt sieh 

SK _ SK, SK _SK^ 

j. , ,. , S K^ S K^ 
folgUch: j^ = -i^l- 

Ziehen wir durch A zur Tangente 5 T^ eine Parallele, 
welche den Durchmesser S m Q schneidet, und bezeichnen 
Ä Q ^= ÜT A durch ic und Q L^ S K^ durch y, so ergiebt 
sieh aus der vorstehenden Gleichung, dafs Q t^ : S Q^^'^:x 
einen konstanten Wert hat. Bezeichnen wir diesen durch 
2 p, so ist 

die Gleichung einer Parabel, bezogen auf ein Achsensystem, 
das gebildet wird von einer beliebigen Tangente und dem 
durch ihren Berührungspunkt gehenden Durchmesser, 
n 131.* Kpeis. 

1. Definition: Eine Kurve, für weldie die konjugierte 
Strahleninvohdion den Mittelpunktes zirkular'"^^ ist, hei/st ein 
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2. Eine Kuire ist ein Kreis, wenn zwei Durehmesser 
aiif ihren konjugierten senkrecht stehen '"^«l. 

3. Eine Knrve, der die zirkuläre Punktinvolution der 
unendlich fernen Gerade konjugiert ist, ist ein Kreis '*^"^"^"'. 

4. Der Mittelpnnkt des Kreises ist ein elliptischer 
Punkt "i^">. 

5. Der Kreis wird von jedem seiner Durchmesser ge- 
sehniftenli»'!. 

6. Zwei Seiten eines Kreisdreiecks, dessen dritte Seite 
ein Durchmesser ist, stehen aaf einander senkreehf'^^'' ; oder: 
Der Peripherie Winkel iiter dem Durchmesser ist ein rechter. 

7. Die Durchmesser eines Kreises sind einander gleich; 
denn die Strecke, welche die Mitte der Hypotenuse mit 

der Gegenecke verbindet, ist halb so grofs wie die Hypo- 
tenuse. — 

8. Das von einem beliebigen Punkt auf seine Polare 
gefällte Lot geht durch den Mittelpunkt des Kreises. 

Ist nämlich P ein beliebiger Punkt, so ist dem durch 
-P gehenden Durchmesser P das in auf P errichtete 
Lot konjugiert""''; die Polare des Punktes P steht daher, 
weil sie durch den unendlich fernen Punkt dieses Lotes 
gehen mufs"*""', senkrecht auf P. — 

Ein besonderer Fall des vorhergehenden Satzes ist: 

9. Jede Kreistangente steht auf dem Radius ihres Be- 
rührungspunktes senkrecht; 

denn die Polare eines Kreispunktes ist seine Tan- 
gente'** ^'. 

132.* Konstruktion des Kreises. In Nr. 100 habou isa 
wir eine Kurve gezeichnet, für welche ein Punkt und zwei 
konjugierte Involutionen gegeben sind. Ein besonderer Fall 
dieser Aufgabe ist die folgende 

L Aufgabe: Emen Kreis zu zeichnen, für welchen ein 
Ptmlct und eine konjugierte Punklinvobuion gegeben sind. 

Zu den gegebenen Stücken tritt noch hinzu die zirkuläre 
Punktinvolntion der unendlich fernen Gerade oC"''. Wir 
erhalten daher, der Andysi^ von Nr. 100 entsprechend, 
indem wir g'^ mit der zirkulären Punktinvolution 0^ zu- 
sammenfallen lassen, die folgende Konstruktion. — Ist dem 
unendlich fernen Punkte ü von h der Punkt H (Fig. 81) 
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homolog, SO sehueidet das in R auf /* er richtete Lot die 

unendlich ferne Gerade o in dem dem Punkte U homologen 
Punkte G'ii^'', so dafs dies Lot 
■ V die Polare u von U ist'''^>. Von 
dem gegehenen Punkte -'> fallen 
^^ir auf u das Lot *' Q nnd wählen 
auf diesem den Punkt L so, dafs 
<^ die Mitte von SL ist; von L 
fällen wir auf A das Lot L T 
und von dem Punkte V^, der dem 
Punkte r in A^ homolog ist, das 
Lot auf die Verbindungslinie 'S' H, 
welches LT in ^S^ schneidet. 
Jeder Strahl von S wird dann 
durch den auf ihm senkrechten 
Strahl von ^', in einem Punkte 

des Kreises geaehnitten"^^'. — 

Da alle Kreise die zirkuläre Punktim olutiun gemeinsam 

hahen"*!»), so ergiebt sich noch: 

2. Zwei ICreise, die einen Punkt gemeinsam haben, 
haben noch einen zweiten Punkt gemeinsam^"'«'. 

3. Drei Kreise, die einen Punkt gemeinsam haben, 
haben noch einen zweiten Punkt gemeinsam, wenn 
ihre Mittelpunkte in einer Gerade liegen' "">>. 
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§ n. Die diagonale Involution. 
IS 133. Die dlag-onale Involution. In den Trägem g 

und /*, die sich in U selmeiden, seien zwei beliebige In- 
volutionen g"- und h- gegeben. Entspricht dem Schnittpunkt 
U in g* der Punkt G und in h- der Punkt //, so soll die 
Verbindungslinie G H^ n die zu (gh) gehörige Diagonallinie 
heifsen. Femer wollen wir die Involutionen g"^ und A- zwei 
Gegenseiten und den Schnittpunkt U ihrer Träger einen 
IHagonalpunkt nennen. 

In der Diagonallinie u konstruieren wir eine Involution 
auf folgendem Wege. Die Involution g- ist gegeben, wenn 
aufser dem Punktpaar U G noch zwei homologe Punkte C 
und C^ gegeben sind<'*s>; ebenso ist A* durch den Wurf 
ü H.V r^ gegeben. Wird nun die Diagonallinie w von den 
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Geraden C T and G^ f, in den Punkten A und B gesehnitten, 
eo soll die durch den Wurf GH. 4.B m u bestimmte In- 
volntion die den Gegenseiten (g />] zagcwidnetf thanonale 
Involution heifeen. 

Wir wollen beweisen, dafs die so konstruierte Involution 
nnabhüngig ist von der Wahl der Gerade C r Zuerst zeigen 
wir, dafs jeder andern Gerade Z>A, weli'he dureh A geht, 
eine Gerade B^ Aj entspricht, welche durch B ' 
Schneidet ADh (Fig. 82) 
die Gerade C, fj in X 
und die Verbindungslinie 
U X die Gerade C T in 
E, so bilden XEAB 
ein Viereck, von dem 
zwei Paar Gegenseiten 
sowohl g als h in homo- 
logen Pnnkten sehneiden; 
es müssen daher'"* ^> auch 
die Gegenseiten Ä X und 
BE sowohl _; als / in 

homologen Punkten ^ 

sehneiden; S.E schnei let 

also g in D, nnd / in A mt andern 'R'irten D.A «cht 
durch -B. A\ irin v>u Uso statt von CT von i>A aus- 
gegangen, so bitten wir denselben Pankt B erhalten 

Es bleibt n>ch zu yei^en dafs ein beltebiger *>trabl 
CE von C und der ihm zugeordnete C^ E^ \fn Cj die 
Diagonallinie in zwei homologen Punkten -rl, und B^ der 
durch GH. iB bestimmten Involutim schneiden ^ A^eil 
t/Ä. rr^.EEj (die Punkte E und E^ sind in der Figur 
nicht mehr gezeiehntt) Punktpaare der Involution h sind, 
so ist UHfET^nL r^ E, ^^ folglich C{UHr E] 
Ä C^ (/? (7 r, E, ) , folglich GHAÄ^äHGBB^. Diese 
Projektivität sagt aus**'-', dafs A^ und B^ zwei homologe 
Punkte der durch G H .AB bestimmten Iiivolution sind. 




Durch 
und h^ ist eine 
U und in i/tr eine Punktinvolu- 
tion n" bestimmt. Diese den 
Gegenseiten (g h) zugeordnete 
'e Involution a" ist mit 



Durch zwei Gegenecken G^ 
und H^ ist ein Diagonalpunkt 
ü und in ihm eine Straläen- 
inwlution U^ bestimint. Diese 
den Gegenecken (G H) zugeord- 
nete diagonale Involution XJ^ 
10 



y Google 



146 L D«"^ Eegelschnitt. 



den Involutionen g^ urid h^ 
durch dieEigenBchaß verbunden, 
daß je drei Punkten C T Ä 
der Träger ghu, die in einer 
Gerade liegen, drei Punkte 
C^ r^B homolog sind, die wieder 
in einer Gerade Hegen. 



ist mit den Involuüonen 6* 
und H^ durch die Eigenschaft 
verbunden, da/s je drei Stralden 
oy a der Stra/denmittelpunkte 
GHU, die durch einen Punkt 
gehen, drei Strahlen Oj y^ b 
homolog sind, die wieder durch 
einen Punkt gehen. 
Zusatz. Von dem vorstellenden Satze soll uoch ein 
zweiter Beweis gegeben werden, da wir von den in ihm 
benutzten Sehllisaen späterl'^'» "■ '*^' Gebraneh zu machen 
haben. — Dreht sich ein Strahl a, der g and /( in C und 
r und u in A schneidet, um einen beliebigen Pimkt S, so 
besehreilit die Verbindungslinie a^ der homologen Pnnkte 
C, und r^ einen krummen Strablenbüsiehel"-' ; denn es ist 

Geht der Strahl a dm-ch ü = gh, so fällt C, in (r 
und r, in H, die Diagonale u ist alao ein Strahl des 
krummen Büschels. Bezeichnen wir daher «(«,) durch B, 
so beschreiben -4 und B in u zwei projektive Punktreihen<^*'>. 
Wenn a durch G geht, fällt a^ in /* und daher B in H; 
wenn a durch H geht, fällt a, in g und daher B in G. 
Der Punkt G entspricht also dem Punkt H zweifach, so dafs 
die von A und B beschriebenen Punktreihen in inyolutoiiacher 
Lage sindi^H 

Dreht sich der Strahl a um einen andern beliebigen 
Punkt S^, 80 erhalten wir, wie sich in derselben Weise er- 
giebt, in u wiederum eine Involution; diese ist aber mit der 
ersten identisch'^'^*, weil sie mit ihr aufser dem Puuktpaar 
G H TUXih ein zweites Punktpaar gemeinsam hat, dasjenige 
Pnnktpaar nämlich, welches sich ergiebt, wenn a in die 
Verbindungslinie S S^ fällt. 

Anmerkung. Zur Begründung der eingeführten Namen 
weisen wir auf den besondern Fall hin, dafs die beiden In- 
volutionen g'^ und /(- hyperbolisch sind. Bezeichnen wir die 
Ordnnngspnnkte von g- durch K und K^, die Ordnungs- 
pnnkte von h- durch L und Z, und den Punkt, in dem die 
Diagonallinie n von der Verbindungslinie K L geschnitten 
wird, durch V, so mufs der Punkt V, weil K und L und 
daher auch die Verbindungslinie K L sich selbst entsprechen, 
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ein Ordnung-fpunkt der diagonalen Involution u^ sein. Aus 
denselben Gründen niuis die Verfcindungslinie K^ V den 
Träger h in einem sieh selbst entsprechenden Punkte, also 
in X, schneiden, so dafa T'' ein Diagonalpunkt des von den 
OrdnuDgspunkten K A', L L gebildeten Vierecks ist. Eben- 
so ergieht sich, dafs der Schnittpunkt W der Gegenseiten 
K Xj and ÜT, L ein Ordnnngspnnkt der diagonalen Invfliution 
Ji' ist. Die drei Paar OrdnungspunkU E K^, LL^, VW sind 
also die drei Paar Gegenecken eines Vterseits, so dafs unser 
Satz eine Verallgemeinening von Nr. 104^ und mithin eine 
weitergehende Verallgemeinening des Gaufsschen Satzes""* ^> 
ist. — Den Inbegriff der beiden Involutionen g" und h^ 
nennt man sonst wohl imaginäres Viereck; wenn wir auch 
diese Beüeichnung ablehnen, so haben wir doch, um keine 
neuen Namen bilden zu müssen, die Bezeichnungen Gegen- 
seiten, Diagonalpunkt und Diagonallinie beibehalten. 

134. Hauptinvolution. Eine beliebige Gerade «, welche ist 
die Gegenseiten and ihre Diagonallinie in den Punkten CVÄ 
schneidet, möge von der Gerade a^, in der die homologen 
Punkte C, fj B liegen"'", in dem Punkte A geschnitten 
werden. Der Wurf CV .ÄA bestimmt in a eine Involutionl'^»', 
die wir die HaupUnvoluü&n der Gerade a nennen. 



Definition: Zwei Gegen- 
seiten g- und /(■- induzieren 
in jeder Gerade a eine In- 
volution, die wir die den 
Gegenseiten {gh) zugeordnete 
Hauptinvolution von a nennen. 
Ein Punktpaar dieser Haupt- 
involution a- wird gebildet 
von den. Punkten C und T, 
in denen a von g und /> ge- 
schnitten wird; ein zweites 
von den Punkten A und A, 
in denen a:^ Cr von der 
Diagonallinie n und der Ver- 
bindungslinie der homologen 
Punkte C, und T, geschnitten 
wird. 

Zusatz. Geht die Gerade a durch V, so dafs C und z 



Definition : Zwei Ge 
ecken G- \mAH'^ induzier 
jedem Punkte A eine Involu- 
tion, die wir die den Gegen- 
ecken {G H) zugeordnete 
Hauptinvolution YOaA nennen. 
Ein Strahlenpaar dieser Haupt- 
involution A- wird gebildet 
von den Strahlen e und y, 
welche G und 11 aus A 
projizieren; ein zweites von 
den Strahlen a und «, durch 
welche der Diagonalpunkt U 
und der Schnittpunkt der 
homologen Strahlen c, und 
j-j aus A^cy projiziert 
werden. 
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r in f liegen, so fällt C^ in G und r^ in H, die Gerade 
Oj =^ C, r, also in u. Weil mithin die Punkte C und f, 
^ und A zasammenfallen, so haben wir; 

Geht die Gerade a durch I Liegt der Punkt A in der 
den Diagonalpnnkt U, so ist | DiagonaUinie u, so ist seine 
ihre Hauptinvoiution hyper- Haiiptinvolution hyperbolisch 
bolisch und hat die Ordnangs- j und hat die Ordnungsstrahlen 
punkte U and A. ' u und a. 

A Anmerkung. Sind die Involutionen g'' und k- hyper- 
bolisch, 80 werden die Punkte C and C^ durch die Ordnungs- 
pnnkte K und iT, harmonisch getrennt'*^'. Wir wissen 
daher ans Nr. 1042, ^^^^ ■^ ^^^ ^ ''^^^ homologe Punkte 
derjenigen Involution sind, die die Gegenseiten des Vierecks 
KKj^LL^ in a ausschneiden; da auch jr und A zwei Gegen- 
seiten dieses Vierecks sind, so sind auch C and T zwei 
homologe Pnnkte dieser Involution Unsere Hauptinvolution 
a^^ f r AA tat also für den Fall, dafe g und A^ hyper- 
bolisch sind, uientisch mU der Inoolutwn, welche durch, die 
Gegenseiten du ton den Ordnunqipuni.len gebildeten Vierecks in 
a außgiichnitten imrd' '*^' 
ifi 135 Darstellung: zweier Gegenseiten, Bei der 
grofsen Wichtigkeit, welche den Gegeniieiten g- und /i- und 
ihrer diagonalen Involution u" für unsere weitem Betrach- 
tungen zukommt ist es notwendig, sich eine klare Vor- 
stellung /.u bilden von der Figur, 
durch welche diese drei Involutionen 
dargestellt werden. — Sie besteht 
aus fUnf Geraden (Fig. 83), die be- 
liebig angenommen werden können: 
den Trägern g h u, die das Dreieck 
U G H bilden, und zwei Geraden 
und «,, die die Seiten dieses 
Dreiecks in den Punkten Cf A 
^'«- *^ und C^ r, B, und einander in A 

schneiden. Die Involutionen sind dann 

1. Gegenseiten: g- = ÜG.CC^; h"- ^U H .T V ^-^ 

2. Diagonale Involution: u'^ ^G H. AB; 

3. Hauptmvolutionen : a'^ ^^CV .Ak; a^ = Cj T, . S A. 
A Anmerkung. Da zwei Gegenseiten ein Viereck dar- 
stellen"'*-^ *', wenn sie hyperbolisch sind, so stellt unsere 
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Fignr eine Verallgemeinerung des Vierecks dar; sie üt da- 
fier ßir die folgenden Betrachtungen ebenso wichtig wie für die 
früheren das Viereck. 

136. Konstruktion von horaolog-en Punkten der is« 
diagonalen Involution. Um weitere Ponktpaare der dia- 
gonalen Ißvolntion G H .A finaw zu erhalten, legt man 
dnreh .4 (Fig. 84) einen 
beliebigen Straiil, welclier 
g und h in 1) und i sehneidet. 
Die vier Punkte C, T, i> Ä 
bilden dann ein Viereck, 
von dem zwei Paar Gegen- 
seiten die Diagonallinie u 

in homologen Punkten 
schneiden; es schneiden da- 
her<** z) aueji dfg Gegenseiten 
C^ Ä und r^ I) die Diagonal- 




"TT 

Fig. 84. 



linie »( in zwei homologen Punkten G^ und //, der diagonalen 
Involution. 

Zugatz. Da zwei Paar Gegenseiten des Vierecks C, V^DL z 
auch die Gerade C T = a in homologen Punkten der Haupt- 
involution o-^ Cr . .1 A"''=«> sehneiden, so sehneiden die 
Gegenseiten Cj Ä und f, D auch die Gterade a in homologen 
Punkten O und V der Hauptinvolution. Man erhält also 
mit den Punktpaaren der diagonalen Involution zugleich die 
Punktpaare der Hauptinvolution a,''. 

137. Ordnung-spunkte zweier Gegenseiten und ihrep 137 

dlagronalen Involution. Um aus einzelnen der folgenden 
Sätze besondere Fälle ableiten zu können, haben wir uns 
mit der Frage zu beschäftigen, wann die diagonale Involution 
Ordnungspunkte hat. 

Sind die Punktwilrfe UG.C C, (Fig. 83) und UH.V r^ 
beide elliptisch, so sind auch die StrahlenwUrfe K{ü G .CC^) 
undA(t^fl.rrj beide elliptiBch'i '■', d. h.*'W der Strahl 
A {Q) wird von dem Strahle A ( U) dnrch a und «j getrennt und 
der Strahl A {R) wird von A ( ü) durch a und a^ getrennt; der 
Strahl A((t) wird also von dem Strahl A(//) durch a und 
t\ nicht getrennt; d. h. die vier Strahlen A{GB .AB) und 
mithin<"il auch die Punkte G H .AB bilden einen hyper- 
bolischen Warf. — Sind UG.CC. und £75. rr, beide 
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hyperbolisch, so ergiebt sieb ebenso, dafs Gl/. AB ein 
hyperbolischer Wurf ist. 

Ist der Wurf C/e. CC, elliptisch, der Wurf UH. r r^ 
hyperboÜBch, so wird A(tr) von A[U) durch a und a^ ge- 
trennt; A(ff) dagegen wird von A(U) durch a und «j nicht 
getrennt; folglieh wird A((?) von A(ff) getrennt; der Pankt- 
wurf GH. AB ist daher elliptisch: 



1. Sind die Würfe, welche 
von zwei Geraden in zwei 
Seiten eines Dreiecks be- 
stimmt werden, entwederheide 
elli^seh oder beide hyper- 
bolisch, so ist der in der 
dritten Seite bestimmte Wurf 
hyperbolisch. — Ist der eine 
der beiden Würfe elliptisch, 
der andere hyperbolisch, so 
ist der dritte elliptisch. 



1. Sind die Würfe, welche 
von zwei Punkten in zwei 
Ecken eines Dreiseits be- 
stimmtwerden, entwederheide 
elliptisch oder beide hyper- 
bolisch, so ist der in der 
dritten Ecke bestimmte Wurf 
hyperbolisch. — Ist der eine 
der beiden Würfe elliptisch, 
der andere hyperbolisch, so 
ist der dritte elliptisch. - 



Jeder Wurf bestimmt eine Involution'^'"*; die beiden 
Geraden a und a^ bestimmen" daher in den drei Seiten des 
Dreiecks Ü G H drei Involotionen. Sehen wir zwei von diesen 
als Gegenseiten an, so ist die dritte die diagonale Involution: 



Wenn die beiden 
seilen gleichnamige (ungleich- 
namige) Involutionen sind, so 
ist die diagonale Involution 
hyperbolisch (elliptisch). 



Wenn die beiden Gegen 
ecken gleichnamige (ungleich- 
namige) Involutionen sind, so 
ist die diagonale Involution 
hyperbolisch (elliptisch). 



Sind die Gegenseiten und die diagonale Involution 
hyperbolisch, so bilden, wie wir in Nr. 133 A gesehen haben, 
die Ordnungspunkte die Gegenecken eines Vierseits. Wir 
können daher dem ersten der beiden vorhergehenden Sätze 
die Form geben: 

3. Zwei Geraden bestimmen 
in den drei Seiten eines Drei- 
ecks drei Ihinkiinvolutionen, wm 
denen mirtdestens eine Ordnungs- 
punkte hat. Haben alle drei 
Ordmmgspunkte, so büden diese 
die Gegenecken eines Vierseits. 



3. Zwei Punkte bestimmen 
in den drei Ecken eines Drei- 
seits drei Stra/Ueninvolutionen, 
von denen mindestens eine Ord- 
nungsstrahlen hat. Haben alle 
drei Ordnungsstrahlen, so bilden 
diese die Gegenseiten eines 
Vierecks. 
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138* Fluchtpunkt und Potenz einer Involution, u 

Ist X der vmendlieh ferne Pmikt einer geraden Involution 
(/- nnd der ihm homologe, so heifst der FlucktjMnkt 
der Involution g-. Sind -1 und A^ irgend zwei weitere 
homologe Punkte von g-, so ist die Involnfion g^ elliptisch 
oder hyperbolisch, je nachdem das Punktpaar ÄA^ durch das 
Punktpaar X geti-ennt wird oder nicht getrennt wird^^*^. 
Da X auf A' A^'^^ üegt, so ist demnach die Involution 
elliptisch, wenn auf j4-^^ liegt; sie ist hyperbolisch, wenn 
auf A' Aj liegt. Im ersten Falle werden die Strecken 
OA und 0-4, in entgegengesetztem, im zweiten in gleichem 
Sinn gemessen. Das Produkt A . A^ ist also negativ 
oder positiv'*'', ,je nachdem die Involution elliptisch oder 
hyperbolisch ist. Und umgekehrt. — 

Bezeichnen wir die unendlich ferne Gerade dorch o(»' 
und ihre zirkuläre Involution*"^!' durch o^, so lassen s 
g'^ und 0^ als zwei Gegenseiten ansehen, 
deren diagonale Involution wir nach 
Nr. 133 zeichnen wollen. Entspricht 
dem Schnittpunkt X (Fig. 85) der Träger 
g und ö in g- der Punkt und in ■>- 
der Punkt T, so ist Y die Diagonale ; 
weil aber X und Y durch zwei 
homologe Punkte X und Y der 
zirkulären Involution gehen, so ist Y 
das in auf g errichtete Lot'"-''. Sind ' j,, g.. 
nun A und A^ irgend zwei homologe 
Punkte von g- und E und .E, zwei homologe Punkte der 
diagonalen Involution, so mtlssen die Geraden A E ond 
-4, E, , weil sie auch die unendlich ferne Gerade in zwei 
homologen Punkten der zirknlareu Involution schneiden"*", 
auf emander senkrecht stehen'"^''. Es sind also ÄA^ EE^ 
die Ecken eines Vierecks, dessen Gegenseiten auf einander 
senkrecht stehen'"^''. 

Da die Seiten des Dreiecks AO E^ senkrecht stehen 
auf denen des Dreiecks EOA^, also Dreieck AOE.~^EOAj 
ist, 90 haben wir die Proportion OA:OE=^OE^iOA^. 
Da die zirkuläre Involution elliptisch istC'^J, so sind die 
Involution g'^ cnd die diagonale Involution ungleichnamig""''. 
Von den Produkten 0^.0-1, und E . E, ist also 
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das eine positiv, das andere negativ, sü dafs sich aus miserer 
Proportion ergieht: 

OA.OA^=—OE.OE,. 
Halten wir die liomologen Punkte E und E^ der diagonalen 
Involution fest und lassen den Punkt A und damit auch A^ 
den Träger g durchlaufen, so erkennen wir, dafs das 
Produkt OA.0 .4, seinen Wert nicht ändert. 

Lehrsatz: Der Fluchtpunkt einer Pimkdnvolution teiU 
jede von swei liomologen Punkten begrenzte Strecke so, 
daae das Produkt am den bdden Teilstrecken konstant ist. 
Dies konstante Produkt wird die Potens der LwoluUon 
genannt. Die Potenz einer ellif tischen Involution ist 
negativ; die Potenz einer hyperbolischen Involution ist 
positiv. 

ifl 139.* Konstruktion von Fluchtpunkt und Potenz. 

Bezeichnen wir den Schnittpunkt der Strahlen A E und vi, E^ 
(Fig. 85) durch S, so ist, weil die Punkte A E^ S in einem 
Kreise liegen, nach einem planimetrischen as.t2.ES.EA 
==EE^.EO. Das Produkt E&.EA bleibt also, wenn A 
den Träger g durchläuft, unverändert. In der Planimetrie 
wird das Produkt ES.EA die Potena des Punktes .E lür 
den über dem Durchmesser A A^ konstruierten Kreis ge- 
nannt. Da, wie wir eben gesehen haben, für einen Kreis, 
der durch irgend ein anderes Punktpaar B B^ von g"^ be- 
stimmt ist, die Potenz des Punktes E dieselbe ist, so ist E 
ein Punkt der Potenziinie der beiden über AA^ und B B^ 
als Durchmesser konstruierten Kreise. Aus dieser Bemer- 
kung ergiebt sich, dafs die planimetrische Aufgabe; Die 
Potenzlinie (Chordale) zweier Kreise zu zeichnen, dazu ver- 
wandt werden kann, den Fluchtpunkt und die Potenz einer 
Involution^- zu finden (vgl. 191 Z}. 

1. Elliptische Involution: Da fiir zwei Kreise, die sieh 
sehneiden, die Potenzlinie die gemeinsame Sehne ist, so 
lässt sieb für eine elliptische Involution, die durch die beiden 
sich trennenden Panktpaare AA^ und BB gegeben sein 
möge, der Fluchtpunkt durch die folgende Konstruktion be- 
stimmen. Man sehlägt ttber den Durchmessern A A, und B B^ 
zwei Kreise, die sieh in Q und R schneiden; die Verbin- 
dungslinie Q R sehneidet g in dem gesuchten Fluchtpunkt 
und — Q- ist die Potenz der Involution g-. 
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2. Byj'erbolüche Involution: Ist die gegebene Involution 
hyperbolisch, so hat man noch einen dritten Kreis (Fig. 86), 
der die beiden über / 

A A^ nnd B £, ge- 
schlagenen Kreise 
sehneidet, zu zeich- 
nen und von dem ■ 
Schnittpunkt der ge- 
meinsamen Sehnen 
das Lot auf g zu 
Mlen. 

3. Sind von einer hyperbolischen Involution die Ord- 
nuiigspunkte K nnd K^ bekannt, so ist die Mitte von K K^, 
weil dem unendlich fernen Punkte homolog ist(*^ ™^ ^■'■), 
der Fluchtpunkt und -\- K- die Potenz von g". 

4. Ist die hyperbolische Involution durch die beiden 
Punktpaare A A^ und B B^ gegeben, so können wir mit 
Hülfe des Fluchtpunktes die Ordnungspunkte finden. 
Ziehen wir von (Fig. 86) die Tangente an einen der beiden 
ttber -4 A^ und B B^ konstruierten Kreise, so trifft der mit 
der Tangente um geschlagene Kreis den Trager g in den 
Ordnungspunkten K und ÜT,. 

5. Ist der Fluchtpunkt der hyperbolischen Involution 
nkht gegeben, so lassen sich die Ordnungspunkte finden 
(entweder nach Nr. 80 Z oder), indem man aus einem be- 
liebigen Punkte S des über dem Durchmesser A A^ ge- 
schlagenen Kreises die Punkte B und B^ auf die Peripherie 
projiziert und von dem Punkte, in dem die Verbiudimgslinie 
der erhaltenen Punkte B und B, den Träger schneidet, 
Tangenten an den Kreis zieht. Projiziert man die Berührungs- 
punkte dieser Tangenten wieder aus S auf den Träger, 
so erhält man die Oi-dnungspnnkte der geraden Involution 
AA^.BB 

6. In den Anwendungen unserer Sätze auf die Geometrie 
des Mafses werden wir noch häufig die Potenz einer Invo- 
lution, die einer Kurve konjugiert ist, zu bilden haben; an 
dieser Stelle wollen wir die Potenz einer dem Kreise kon- 
jugierten Involution bestimmen. — ■ Da jedem Kreise die 
zirkuläre Punktinvolution konjugiert ist"^^'), so ist die Polare 
des unendlich fernen Punktes X des Trägers g der Durch- 
messer, welcher senkrecht auf ^ steht. Nennen wir also den 
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Kreismittelpunkt E (Fig, 85) imd iällen von ihm auf g das 
Lot Ü' 0, 80 ist der Fluchtpankt'"^!' der konjugierten In- 
volution g-. — Ist ferner A ein beliebiger Punkt von g, so 
geht seine Polare durch den in E liegenden'*"«' Pol Ej 
von g nnd steht auf dem Durehmesaer 4 ^ senkrecht"^'"*. 
Schneidet diese Polare von A den Träger g in A^, so sind 
A und A^ zwei konjugierte Punkte. Nach Nr. 138 ist daher 
OA.OA^ die Potenz der konjugierten Involution»;- und 
gleich — OE.OE^. Nun ist«»») 
OE.OE, = OE.{OE-]-EE^)=OE'---EO.EE^. 

Da E der Mittelpunkt des Kreises ist, so ist die konjugierte 
Involution von EO hyperbolisch"^'»* und zwar gleich r-<'"''. 
Von dieser konjugierten Involution sind aber, weil nach 
unserer Konstruktion E^ der Pol von g ist, E^ und zwei 
konjugierte Punkte; daher ist E . EE,=r-. Bezeichnen 
wir noch den Abstand E des Trägers g vom Kreisinittel- 
punkt durch (/, so haben wir gefunden, dafs die Potenz der 
dem Kreise konjugierten Involution g'^ ist 



% 12.* Die lokale Involution. 
140.* Steinepsehe Parabel. Ist fc- eine beliebige Kurve 
und .» eine ihrer beiden Achsen!""', so schneidet ,r die un- 
eigentliche Gerade o in einem Punkte X, der dem Pol Y von 
X in der zirkulären Punktinvolution o- homolog ist"">\ Jeder 
Strahl von Y, d. h. jede der Achse konjugierte Gerade steht 
daher auf der Achse senkrecht'"^'': 

1. Jede einer Achse konjugierte Gerade steht auf 
der Achse senkrecht — 

Ist a eine beliebige Gerade (nicht etwa eine der Achsen) 
und A^ ihr Pol fllr die Kurve k-, so giebt es unter den 
durch A^ gehenden Strahlen einen, der auf « senkrecht steht. 
Schneidet nämlich « die uneigentliche Gerade o im Punkte A 
und ist A| der dem Punkte A homologe Punkt in o'^, so ist 
die Verbindungslinie /]j A| = Bj, weil sie durch A^ geht, 
der Gerade « konjugiert und, weil sie durcb A^ geht, em 
Lot auf «t"^''. Nennen wir Oj kurz das der Gerade a kon- 
jugierte Lot, so haben wir: 
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2. Zo jeder G^eraiie, welche nicht mit einer der 
Aelisen KusamnieüfalU. giebt es ein konjugiertes Lot, 

Ferner ergiebt sich ans Nr llö. 

3. Dnreh jetien Punkt e:ehen z\^d einander l;onju- 
gierte Lote. — 

Gellt der Stralil n durch den Kuryenmittelpunkt 0, so 
ist sein Pol Ä^ ein uueigentlicher Punkt'"^''; die Verbindungs- 
linie Aj A, ist daher die uneigentliehe Gerade : 

4. Das einem (nicht mit einer der Achsen xusammen- 
fallenden) Durchmesser konjugierte Lot ist die un- 
eigentliehe Gerade — 

Dreht sich a am einen Punkt P, der in keiner der 
beiden Achsen liegt, so beschreibt der Pol ,4, in der Polare p 
von P eine dem Strahlenbüsebel P projektive Punktreihe<^ 
und der Punkt Aj, welcher dem Schnittpunkt (a) ^ A in o- 
homolog ist, in o eine zu a projektive Pnnktreihel'^''. Die 
Verbindungslinie ^^A^=a^ umhüllt 1^°' daher eine Kurve 

weil als 
ist«'*'. — Liegt 



zvFeiter Ordnung und zwar eine Parabel' 
Träger der einen Punktreihe eine Tangente 
dagegen P z. B. in der Achse jb, so ist j: einer der Strahlen 



1 P; da der Pol Y von .1; zugleich dei 

(x) in 0- homologe Punkt ist, so fallen 

in y. Die beiden von A und A, 



dem Punkte X 
.4j und Aj gleich- 
p und ( 



schriebenen projektiven Punktreihen haben daher Perspektive 
Lage'^" und die konjugierten Lote bilden zwei gerade Strahlen- 
bUsehel i', und ?<*«; der parabolische Büschel zerfällt, wie 
wir sagen, in zwei gerade StrahlenbUsohel : 

5. Die den SiraMen eines geraden BüsrMh P konju- 
gierten Lote bilden einen projektiven parabolischen Büseliel. 
Dieser Büschel Jieifst die Steinepscke Parallel. 

6. Die Steinersche Parabel zerfällt in zwei gerade 
Strahlenbüschel, wenn P in einer dm- beiden Achsen liegt. 

141.* Fokale Involuttonen. Geht der Strahl a des ui 
Punktes P durch den uneigentliehen Punkt X der Achse x, 
d. h. fällt o (a) = A in X, so fällt A, in den Pol Y von 
^;iii4,). ^ej. PqI _,4^ yoQ (j hegt, weil a durch X geht, in der 
Polare,!/ von X«"«); die Verbindungslinie ^^ A^, das konju- 
gierte Lot, ist daher die zweite Achse y. Da dasselbe von 
•■•■ gilt, wenn a parallel y ist, so ergiebt sich: 
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1. Die beiden Achsen sind Tangenten jeder Steiner- 
sehen Parabel. — 

Die einander konjugierten Lote, welche durch P 
gehen'""»», sind Tangenten der dem geraden Büschel P zu- 
geordneten Steinersehen Parabel; daher"""': 

2. Dii; einem Punkte P zugeordnete Parabel üt be- 
stimmt durch die beiden Achsen der Kurve und die leiden 
konjugierten Lote, welche durch P gehen. — 

Weil die Achsen Tangenten der Steinerschen Parabel 
sind, schneiden die Strahlen a des geraden Büschels P jede 
Achse in einer Punktreihe, die projektiv ist zu der von den 
homologen Strahlen des parabolischen Bäachela ausgeschnit- 
tenen Punktreihe*'**'''. Geht a durch X, so ist y, wie wir 
eben sahen, das konjugierte Lot; dem Punkte X ist daher 
der Schnittpunkt yy^ 0, der Mittelpunkt der Kurve, homo- 
log; geht der Strahl a durch 0, so ist ihm die uneigentliche 
Gerade homfllog'""'\ dem Punkt also der Punkt X. Die 
beiden in x liegenden projektiven Pnnktreihen bilden 
daher'^ä"' eine Involution. — Ist Q irgend ein zweiter Punkt, 
so ergiebt sieh für ihn ebenso, dafs seine Strahlen und die 
ihnen konjugierten Lote die Achse in Punktpaaren einer 
Involution schneiden, von der X und zwei homologe 
Pnnkte sind. Da der StrahlenbUschel Q mit dem eben be- 
trachteten P einen Strahl gemeinsam hat (vgl, 133 Z), so 
haben die beiden durch P und Q'm x induzierten Involutionen 
auch noch das Punktpaar gemeinsam, welches von diesem 
Strahl P Q und seinem konjugierten Lote ansgeschnitten 
wird; die beiden Involutionen sind daher identisch'^'»'. Das 
Ergebnis sprechen wir durch eine Definition und einen Lehr- 
satz ans. 

3. Definition: Die Involution, welche durch einen 
beliebigen geraden Büschel und die ihm konjugierten 
Lote in einer Achse bestimmt wird, heifst eine fokale 
Involution. 

4. Lehrsatz: Jeder Strahl uiul das ihm, konjugierte 
Lot schneiden jede der beiden Achsen in zwei homologen 
Punkten der fokalen Involution. — 

Ist P ein Knrvenpunkt, so ist seine Tangente zugleich 
seine Polare '^^ ^''' ; das in dem Kurvenpunkte P auf der 
Tangente errichtete Lot, das wir die Normale des Punktes P 
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nennen wollen, ist daher das konjugierte, so dafs wir als 
beaoiidern Fall dee vorhergeiienden Satzes den folgenden 
aussprechen können: 

5. Tangente und Normale eines Kurve npunkt es 

schneiden jede der beiden Achsen in zwei homologen 

Punkten der fokalen Involution. — 

6. Femer folgt noch fftr den Fall, dafs P ein i'unkt 

einer Achse ist, der zugeordnete parabolische Büschel also 

in zwei gerade BUschi'l P^ und Y zerfällt"*^"' , dafs F und 

F^ zwei homologe Punkte der fokalen Involution sind. 

142.* Bpennpunkte. Wenn die Achsen x und y von dem >« 
Strahl a in -B und C und von dem ihm konjugierten Lot a^ 
in Sj und Cj geschnitten werden, so sind B und S, zwei 
homologe Punkte der fokalen Involution w- und C und C^ 
zwei homologe Punkte der fokalen Involution _y-(nu». Da 
a und Oj durch zwei Iiomologe Funkte A und A^ der zirku- 
lären Punkfinvolution gehen, so lassen sich die beiden fokalen 
Involutionen auffassen als zwei Gegenseiten f^**', deren diago- 
nale Involution die zirkuläre Puiiktinvolnfion o- ist. Da die 
zirkuläre Involution elliptisch ist'"^»', so haben wirl'^'«); 

1. Von den beiden fokalen Involutionen ist die eine 
elliptisch, die andere hyperbolisch. — Die Achse, 
welche der Träger der hyperbolischen Involution ist, 
heilst die Hauptachse, die andere die Nebenachse. — 
Die in der Hauptachse liegenden Ordnungspunkte der 
fokalen Involution heifsen die Brennpunkte der Kurve,-— 

Jeder Strahl eines Brennpunktes F wird von dem ihm 
konjugierten Lote in F geschnitten !'*'•>, mit andern Worten : 
die konjugierten Strahlen des Brennpunktes stehen anfein- 
ander senkrecht: 

2. Bie konjugierte Stra/denmvohition jedes Brenn- 
punktes ist zirkulär. — 

Bilden die den Strahlen eines Punktes F konjugierten 
Lote einen geraden StrahlenbUschel P,, so mufs F ein 
Punkt der Achse sein^""« und der Mittelpunkt P, des 
von den konjugierten Loten gebildeten geraden Büschels 
mufs der dem Punkte P in der fokalen Involution homologe 
8eiu("'='. — Ist die konjugierte Strahleninvolution eines 
Punktes P zirkulär, so heifat das: die den Strahlen von P 
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konjugierten Lote bilden einen geraden Biisehel, dessen 
Mittelpunkt mit P zusammenfallt; der Mittelpunkt mufs alao 
ein Cfednungspunkt der fokalen Involution, d. h. ein Brenn- 
pDokt sein: 

3. Ein Punkt, dessen konjugierte Stralileninvolotion 
zirkulär ist, ist ein Brennpunkt. — 

Sind uns ftir eine Kurve die beiden Brennpunkte F und 
G gegeben, so ist ihre Verbindungslinie die Hauptachse x. 
Da der uneigentliehe Punkt X der Hauptachse w in der 
fokalen Involution, wie wir in der Begrilndimg von Nr. 141^ 
sahen, dem Korvenmittelpunkt homolog ist, so ist die 
Mitte<^' von F G der Kurvenmittelpunkt, das Mittellot von 
FG also die Nebenaehse. — Je zwei aufeinander senkrechte 
Strahlen von F schneiden die Nebenaehse in homologen 
Punkten der fokalen Involution'^*''': 

4. Sind nne von einer Kurve die beiden Brenn- 
punkte Fund G gegeben, so ist FG die Hauptachse 
und das Mittellot von F G die Nebenachse. — Die 
fokale Involution der Nebenachse liegt perspektiv zur 
konjugierten {üirkulai'en) Strahleninvolution jedes Brenn- 
punktes. — 

Die konjugierten Lote , die durch einen Punkt P 
gehen"*""', sclmeiden die Hauptachse in homologen Punkten 
der fokalen Involution !'*''' und bilden daher mit PF und 
F G einen harmonischen Wurf^-J. Nennen wir die durch 
einen Brennpunkt gehenden Strahlen PF und PG kurz 
Brennstrahlen, so haben wir'^'"': 

6. Die konjugierten Lote eines beliebigen Punktes P 
halbieren die von den Brennstrahlen P F und P G ge- 
bildeten Winkel. 

Ein besonderer Fall dieses Satzes ist der folgende 
(vgl. 141,): 

6. Taugente und Normale eines Kurvenpunktes hal- 
bieren die von den Brennstrahlen des Kurvenpunktes 
gebildeten Winkel. 
w 143.* Hauptkrels. Da die konjugierte Sti'ahleninvolution 

des Brennpunktes zirkuiarl'*^', also elliptisch*"^' ist, so ist 
die konjugierte Punktinvolution der Hauptachse, weil diese 
ein Strahl des Brennpunktes ist, hyperbolisch""'': 
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1. Die Punkte, in denen die Hauptachse die Knrve 
schneidet, heifsen die (Haupt-) Su/tÄ/"^'* der Kun'e. 

Wir bezeichnen die Scheitel der Kurve stets durch A 
und A^ und die Strecke A A^, die Länge der Hauptachse, 
durch 2a. — Der Kreis, dessen Mittelpunkt mit dem Kurven- 
mittelpunkt zusamnienfällt nnd dessen Radius OA ist, 
hat so vielerlei Beziehungen zar Kurve, dafa man ftir ihn 
einen besonderen Namen eingeführt liat. 

2. Definition: Der Kreis, welcher die Hauptachse 
der Knive znm Durchmesser hat, heifst der der Kurve 
zugeordnete Hauptkräs {oder der Scheitelkreis), 

3. Die der KiLrve konjugierte Involution der Haupt- 
achse ist dieselbe wie die d(m Hauitkreise konjugierte 
Involution, 

nämlich die durch dit Ordn ng«punkte A und 4 bestimmte. 
Da ferner dem imeigentlichen Punkte \ der Hiuptachse m 
der zirkulären Punktii olut on der Pol 1 mu hon olog 
isf-'^' und jedem Kr( «e die zirkuiire Punktimolition kon- 
jugiert ist'i ■'!■>, so hat die Hauptachse für die Kurve und 
den Hauptkreis denselben Po). Die Strahlen von Y, d. h.'"^'' 
die Lote der Hauptachse, haben daher für die Kurve und 
den Hauptkreis dieselben Pole<"^'. 

Sind nun Y{Q) (Fig. 87) nnd Y(R) irgend zwei Strahlen 
von Y, und Q^ und -/i*, ihre Pole und C irgend ein Punkt 
in Y(Q), so geht sowohl die Polare 
y des Punktes C für die Kun'e als 
auch die Polare c dcH Punktes C 
tür den Kreis durch t>, , und y 
sehneidet Y[Q) in dem dem Punkte 
C für die Kurve konjugierten Punkte 
Tj nnd c schneidet >'(QJ in dem 
dem Punkte C für den Hauptkreis 
konjugierten Punkte C, . Wird YIÜ) - 
von y und c in Ä, und i", ge- 
schnitten, so ist E^ C die Polare ^^^' ^'' 
des Punktes i, fiir die Kurve und die Polare des Punktes D^ 
fUr den KreisCa-'. Sehneidet daher }i^ C das Lot Y{R) in D, 
80 sind D und Aj einander für die Kurve und D und i?j 
einander fllr den Hauptkreis konjugiert. Da die Punkte Q 
und R, welche dem Punkte F sowohl ftir die Kurve wie 
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für den Kreis konjugiert sind, die Fluchtpunkte der konjugier- 
ten Involutionen von Y{Q) und Y(R) sind, so haben wir 
in Y(Q} fllr die Kurve die Potenz QC.Qr^<^^*> und fOr 
den Hanptkreia die Potenz QC .QC^; das Verhältnis der 
beiden Potenzen ist also Qr,:QCj. Entsprechend haben 
wir in Y (R) die Potenzen RD.Rb., und RD.RD^ und 
das Verhältnis RL^-.RD^. Da nun uath einem Satz der 
Prop ortionenleh re 

ist, 80 haben wir: 

4. Diu Potenzen der Involutionen, welche der Kurve 
und ihrem. Haupikreüe in einem Lote der Hauptaehse 
konjugiert sind, Juiben ein konstante« Verhältnis. 
Zu den Loten der Hauptachse gehört auch die Neben- 
achse '"^'', in welcher der Hauptkreis eine Involution erzengt, 
deren Potenz -|- o^ ist"»"''. Bezeichnen wir die Involutions- 
potenz, welche die Kurve in der Nebenaehse induziert, durch 
\b], so ist das konstante Verhältnis der Involutionspotenzen 
1^] : a^. — Wählen wir ein Lot Y{Q), welches die Kurve in 
S schneidet, so ist, wenn wir QS = y und Q^=^ setzen, 
die Potenz dieses Lotes für die Kurve -f- y*('39,) nu^ für den 
Hanptkreis a* — ,7^^i»9.). Es ist daher rf:a^ — x^ = [b\ : a-. 
— Damit haben wir zum zweiten Male (vgl. 126) die Kurven- 
gleiehong abgeleitet, und zwar tiir ein Koordinatensystem, 
dessen Achsen mit den Kurvenachsen zusammenfallen. Ist 
die Kurve eine Ellipse, so schneidet die Nebenachse die 
KurveC^''*, die Potenz [6] ist also positiv : -|- 6-*'^^^); ist sie 
eine Hyperbel, so ist [&] negativ: — i^dsiji^ g^ ^j^g gj^jj 
ergiebt als Gleichung 

für die Ellipse: -J--j-|l=l; 
fllr die Hyperbel: ——■i^=l. 

z Zusatz. Die eben entwickelte Kurvengleichung ist imr 

ein besonderer Fall der in Nr. 126 abgeleiteten, welche auf 
zwei beliebige koiyugierte Durchmesser als Achsen bezogen 
war. Auch diese allgemeine Gleichung läfst sich mit Hülfe 
des hier verwendeten Begriffs der Potenz einer Involution 
ableiten. — Ist uns die Kurve durch SS A und Too*"«^) 
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gegeben, so ist, wenn die Mitte von S S^ ist, Tik 
(Fig. 88) der dem Durchmesser S S, konjugierte. Er wird, 
weil er durch den Pol Too der Seite S 5, des Kurven- 
dreiecks S S^ A geht, von den beiden andern Seiten A *S 
und AS, in zwei konjugierten 
Punkten Ä und A^ gesehnitten'**''. 
Da der Fluchtpnnkt <'^^' von 
Too ist, 90 ist die Potenz der 

konjugierten Involution von 
a'oo : [6] ^ ^ . - 1 ,. Ziehen 
wir Q A parallel T-ß und be- 
Keiebnen Q durch a\ Q A durch 
y und OS^ = —OS durch «, so ^'^- ««• 

ergiebt sieh: 

QA:OA^SQ:SO md QA:OA,=S,Q:S,0, 
woraus unter Berücksichtigung der Zeichenregel*^'' folgt: 

144.* Konstruktion der Ellipse ans ihren beiden " 

Achsen''""'. Für eine Ellipse''^''' sowohl me für einen Kreis""'i' 
ist der Mittelpunkt ein elliptischer Punkt. Es ist also, wenn 
wir die Bezeichnung der vorigen Nummer (Fig. 87) beibehalten, 
y(0) eine hyperbolische Gerade*"^"' nnd folglichtii"'' auch 
jeder Strahl Y(Q), der von Y{0) durch die Scheiteltangenten 
S(4") nnd i ( -1,) ili getrennt wird mit andern Worten 
jedes m einem Puni te der Hanptachie 14^* ernchtete 
Lot schneidet s(wohl die Elhp'-e wie ihren Hauptkreis 
Fituhten wir in einem solchen auf i 1 hegenden Punkte 
C^ dis Lot und nennen seine S hmttpunkte mit der Ellipse 
und dem Ilauptkreise P und P^ si sind QP und i^P" 
die P tenzen '' der dtr Ellipse und dem Hiuptkrei'st kon 
ic_ierten Inv luti nen des I jtes es ist diher *^' QP QP^ 
= 1 a 

Kvi jede i Lrte der Hauptachse weiden von der 
Elhpie und ihrem Hauptkrei^e zwei Sehnen ^egrenzt 
deren Verhältnis konstant ist und zwar gleich dem 
Verhältnis der Aebemchse zur Hauptachse 
Ziehen wir durch den Wlipsenpunkt -P (lig 8*>) zum 
kreibradiu« P^ die I trallele welche die Hauptachse in C, 
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die Nebenaehse in D schneidet, so ist P 6' : P^ = <2 P : Q P, 
= 6: a; folglich ist, da P,0=a ist, PC^i. P Z> ist gleieh 
Pi = a. J^araus ergiebt sich eine in der Darstellendeü 
Geometrie viel benutzte Kon- 
straktion einer Ellipse, von der 
die beiden Achsen gegeben sind; 
Man trägt auf einem Papier- 
, streifen (Fig. 89) PD = a und 
PC^=b ab lind bewegt ihn so, 
dafs C auf der Hauptachse und 
D auf der Nebenachse gleitet; 
die mit der Bleifeder be- 
zeichneten Lagen des Punktes 
P sind dann Ellipsenpunkte. — 
Weil, wie wir bei der Begründung von Nr. 1483 sahen, 
jedes Lot der Hauptachse für die Ellipse und den Haupt- 
kreis denselben Punkt als Pol hat, so geht die Ellipsen- 
tangente in P durch den Punkt, in dem die Kreistangente 
in P, die Hauptachse 8cbneidet'ä''^J. Diese Bemerkung 
wird in der Darstellenden Geometrie zur Konstruktion einer 
Ellipsentangente gebraucht, 
iä 145.* Kurve aus den beiden Brennpunkten und 
einer Tangente. Ist uns für eine Kurve ein Brennpunkt 
G gegeben, so kennen wir, da die konjugierte Strahlen- 
involution des Brennpunktes zirkulär ist"^^'', die der Kurve 
in G konjugierte Strahleninvolution. Aus dieser Bemerkung 
ergiebt eich die Lösung der 

Aufgabe'''*'; Eine Kurve zu zeichnen, von der die beiden 
Brennpunkte und eine Tangente gegeben sind. 
Die beiden Brennpunkte bezeichnen wir durch G und 
ff, die gegebene Tangente durch s. Da je zwei homologe 
Strahlen e und c^ der Strahleninvolution G- auf einander 
senkrecht stehen und ebenso je zwei homologe Strahlen y 
und y^ von ff-, so ist der Verbindungslinie G H = u in 
G- das Lot g auf u und in ff- das Lot A auf u homolog; 
den unendlich fernen Schnittpunkt dieser Lote g und /( 
nennen., wir ü. — Die gesuchte Kurve erhalten wir nun 
durch Übertragung der in Nr. 100 gegebenen Konstruktion 
ins Dualel": 

Werden die Punkte, in denen die gegebene Gerade s 
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(Fig. 90) von den Seiten h und w dea Dreiseits ghu ge- 
schnitten wird, aus den Gegeneekeu G und U durch c und 
o^projiziert, wird ferner der Schnittpunkt c q aua der Ecke 
H durch / projiziert, so ist 
die Verbindungslinie von g y 
und Cj y^ eine Tangente. Be- 
zeichnen wir diese durch s^, 
so sind die Verbindungslinien 
der Punkte, in denen s und 
\ von den homologen Strahlen 
der zirkulären Involution tr^ 
geschnitten werden, Tangenten 
der gesuchten Kurve, 

Anm&rhmg. Ans dem Be- 
weise zu Nr. 100 ergiebt sich 
dual: Weil s(w) und s^{g\ 
3(c) und s,(ü,) (Fig. 90) auf 
homologen Strahlen von ff- ^^ ^^ ' 

liegen, so sind ihre Ver- 
bindungslinien / und /j Tangenten der Kurve. Wie das 
Vierseit g^i.'iy zeigt, ist die Diagonallinie q von « durch s 
und l harmonisch getrennt'^"''); gqz^U wird daher'^'»' aus 
•5 S; durch den von G durch s und Sj harmonisch getrennten 
Strahl ffj, d. i.<*^'' die Polare von ff, projiziert. 

Zitsatz. Wiederholt man die Konstruktion für den Fall, ^ 
dafs der Brennpunkt 7/ ein uneigentlicher Punkt, also h die 
uneigentliehe Gerade ist, so ergiebt sich s\\c und s^ || c^; 
die Verbindungslinie der Schnittpunkte s(e) und s, (c^), die 
Tangente l^, ist daher die uneigentliehe Gerade und somit""'* 
die Kun-e eine Parabel: 

Liegt der eine der beiden Brennpunkte «nendlieh 
fern, so ist die Kurve eine Parabel. 

146.* Richtlinie. Die in der vorigen Nummer''*^ *' kon- 1' 
stmierte Polare g, des Brennpunktes G hat eine besondere 
Wichtigkeit und daher einen besondem Namen, den wir 
einfuhren durch die 

1. Definition: Die Polare eines Brennpunktes heifst 
Richtlinie (oder Direktrix). — 

Statt der Buchstaben G und U, durch die wir in 
Nr. 145 die Brennpunkte bezeichneten, wollen wir uns von 



y Google 



164 I. Der Kegelschnitt. 

jetzt an wieder der bis dahin gebraucliten Buchstaben F 
und Q bedienen und dem entsprechend die Polaren von F 
und G, die Eichtünien, durch / und g bezeichnen. Ist nun 
T ein beliebiger Punkt der Kichtlinie /, so geht seine 
Polare durch den Punkt F and steht, da sie dem Brenn- 
Btrahl Fr konjugiert ist'^^'', senkrecht anf Ti^i*''': 

2. Die Polare eines Punktes T der Richtlinie f ist 
das im Brennpunkt F auf T F errie/itete Lot. 

Ist demnach Y der uneigentüche Pnnkt der Kichtlinie 
/, so ist seine Polare das von F auf / gefällte Lot Ff,; 
dieses schneidet die uneigentliehe Gerade o in dem dem 
Punkte Y homologen Punkte X der zirkulären Punkt- 
involution, ist also eine Achse''"»' der Kurve und, weil es 
dnreh F geht, die Hauptachse''^-'' : 

3. Das von einem Brennpunkt auf seine Richtlinie 
gefällte Lot ist die Hauptachse. 

Dieser Säte ist ein besonderer Fall des folgenden. — 
Weil die konjugierte Strahleninvolution eines Brennpunktes 
F elliptisch i8t'"ä,)^ so ist die Riehtlmie / eine elliptische 
Grerade*'"'"*; durch jeden Punkt T von / gehen daher""'" 
zwei Tangenten s und s^, die als Ordnungsstrahlen die 
konjugierte Involution von T bestimmen**^'' und daher die 
Polare von T in zwei Knrvenpunkten schneiden'^^' : 

4. Wenn T ein Punkt der ßiehtlinie /'ist, so sehneidet 
das in dem Brennpunkte F auf TF errichtete Lot die 
von T ausgehenden Tangenten in zwei Kurvenpunkten. 

Man giebt diesem Satze auch wohl die Form: Die anf 
einer Tangente durch ihren Berührungspunkt und eine Kicht- 
linie begrenzte Strecke erscheint in dem zugeordneten Brenn- 
punkt unter einem rechten Winkel. — 

Schneidet die Polare eines behebigen 

Punktes T (Fig. 91) der Kichtlinie /. die 

Nebenachse in C, so folgt aus der Ähn- 

Uchkeit der Dreiecke OCF und F,FT: 

OC.F^T=OF.FF,. DiePolarevon 

^ Fig. 91. C" geht durch T und ist der Hauptachse 

parallel"'"'' ; schneidet sie die Nebenachse 

in Oj, so ist OV.OC^ die Potenz*'''^' der konjugierten 

Involution der Nebenachse, die wir - wieder mit [fc] he- 
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zeiehoen wollen. Wir haben daher die auch im Vorzeichen 
richtige Gleichung 

\b\^OC.OC, = OC.F, T=OF.FF^. 
Ferner istt^'l 
OF.FF^ = OF.{F0-\-0F^) = —OF^+OF.OF^. 
Das Produkt F . F^ ist die Involutionspotenz der 
Hauptachse, also OF. F^ ^a-^^^^'>; beKeichnen wir noch 
F= ^ G F durch e, so haben wir 
5. a^^e- = \b]. 

147.* Zweltes'^^^i Kennzeichen für die Ellipse und 1+7 

die Hyperbel. Ist eine Kurve durch die beiden Brenn- 
pnnkte F nnd G and eine Tangente t gegeben"-"'', ao 
läfst sich ein K-ennzeiehen daiur angeben, ob die Kurve 
eine Ellipse oder Hyperbel ist. — Schneidet die Tangente 
t (Fig. 92) die Hauptachse n: in -^ _g- 

B nnd die Nebenachse y in C, so 
schneidet die Normale n ihres Be- 
rührungspunktes P die Achsen x 
und y in den homologen Punkten 
Bj^ und C, der fokalen Involu- 
tionen*^*'''. Die Polare des 



eigentlichen Punktes.*^ der Tangente " ' "^ 

BC geht durch den Berührungs- j,. 

pnnkt Pl^' ^'' und den Kurven- 

mittelpnnkt 0<>'^>; P und Z sind also zwei konjugierte 

Durclunesser und die Kurve ist eine Ellipse oder Hyperbel'^*"'', 

je nachdem die konjugierte Strahleninvolution 0(BC.PZ) 

elliptisch oder hyperbolisch ist. 

Wir nehmen nun an, die Tangente sehneidet (wie in 
der Figur) die Hauptachse in einem Punkte B von F' G"-K 
so dafe also S > F ist. Da, B . B, = F' ist, so 
ist OB^<.OF, d. h. B^ liegt in iJ oder, wenn wir den 
uneigentlichen Punkt der Hauptachse X nennen, B . B^ X 
ist ein elliptischer Wurf. Da die fokale Involution der 
Nebenaehse elllptiseh ist<'^^'', so ist, wenn ihr uneigentlieher 
Punkt Y genannt wird, Y . C C^ ein elliptischer, OC.YC^ 
also*'"'* ein hyperbolischer Wurf Die Verbindungslinie B^ C^ 
und die Verbindungslinie X Y, die uneigentliche Gerade, 
bestimmen also in den Seiten B und C des Dreiecks 
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BC eioen elliptischen und einen hj^ierbolischen Wurf, 
folglich'i»^'! ist der in -BC aiiBgeselmitteue Wurf BC.PZ 
elliptisch, die Knrve also eine Ellipse: 

1. Eine Kurve ist eine Ellipse oder Hyperbel, je 
nachdem <Jer Punkt, in dem eine beliebige Tangente 
die Hauptachse schneidet, von dem Karvenmittelpunkt 
durch die Brennpunkte getrennt oder nicht getrennt 
wird. — 

Bemerkt mag noch werden dafs als besonderer Fall 
aua Nr. 109 folgl: 

2. Die Kurve ist eine Fllipse jder Hyperbel, je 
nachdem der Punkt in dem eine bebebige Tangente 
die Hauptachse schneidet, \ on lern Kurvenmittelpunkt 
durch die Scheitel getrennt »der nicht getrennt wird. 

18 148.* Entfernungen eines Kupvenpunktes von 
Bpennpunkt und Rlehtlinie Du m Ni 145 gegebene 
Konstruktion lehrt uns zu der gegebenen Tangente s eine 
zweite s^ und mit Hülfe der beiden Tangenten s und Sj nnd 
der »irkularen Strahleninvolution eines Brennpunktes die 
übrigen finden. Wir kilnnen daher jede Kurve erzeugen, 
indem wir einen rechten Winkel sich 
j um seinen Scheitel F drehen lassen 

t\ und den Punkt, in dem s von dem 

'' einen Schenkel geschnitten wird, ver- 

binden mit dem Punkte, in dem Sj 
^'on dem andern Sehenkel geschnitten 
wird. 

Wir zeigen nun, dafs wir, aus- 
gehend von zwei beliebigen Geraden 
s und 3j und einem beliebigen Punkte 
. F, die Tangenten einer Kurve er- 
'^' ■'. "^ halten, wenn wir um F einen rechten 
Fig. 93. Winkel sich drehen lassen. — Die 

Schenkel des rechten Winkels bezeichnen wir durch p und q 
{Fig. 93), die Schnittpunkte s(^) und Sj {q) durch A und B^. 
Wenn f sieb um F dreht, so ist 

die Verbindungslinie A B^ ^=^ l umhüllt also in der That 
eine Kurve**^'. Bezeichnen wir ferner die Schnittpunkte 
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s iq) lind fj (;)) durch B und A , ao ist, weil q in p tällt, 
wenn p in q fällt, auch die Verbindungslinie 7? -i^^=^, eine 
Tangente dieser Kune. Bezeichnen wir noch die Sehnitt- 
jmnkte s Sj und / 1^ durch T und T, und ihre Verbindungs- 
linie T Tj durch /, so bilden die Tangenten ssj 11^ ein 
Vierseit, von dem A .1^, B B^, T T^ die G-egeneeken sind. 

1. Da die Diagonallinien AA^ = p und B B^=q 
einander konjugiert sind'*^^', so ist die konjugierte In- 
volntion von F zirkulär, F also ein Brennpunkt*'**''; 
seine Polare'^' / also die Richtlinie, und das von F 
auf/ gefällte Lot F F^ die Hauptachse*"».*; das in 
F anf TF errichtete Lot schneidet s und ä, in den 
Knrvenpunkten ""■' S und Sj. — 

Ist von einer Karve ein Brennpunkt F, die zugeord- 
nete Richtlinie / und eine Tangente s gegeben, die die Richt- 
linie in T schneidet, so kennen wir die konjugierte Strahlen- 
involution von T: Von dieser ist s ein Ordnnngsstrahl 1*^=', 
/und T (F) sind zwei konjugierte Strahlen<^^'> ; die zweite 
Tangente s, ist daher die von s durch / und F harmonisch 
getrennte Gerade. Da wir ans s s^ und F die Kurve zeich- 
nen können, so haben wir: 

2. Eine Kur\e ist durch einen Brennpunkt, seine 
Richthnle und eine Tangente bestimmt. — 

Da das Kurveiivierseit s s^ 11^ und das zugeordnete 
Kurvenviereek S S^ L L, das Diagonaldreieek pq f gemein- 
sam haben''*', so geht SL (Fig. 94) durch den Diagonalpunkt 
qf=B--^); es werden daher*''*'» 5 
und L und folglieh auch F{S) und 
F (X) durch f und '/ harmonisch 
getrennt. Weil p senkrecht auf q 
steht, so i8tl^'=' FS : FL = PS : PL. 
Fällen wir nun von S nnd L die 
Lote S R und L li^ auf die Richt- 
linie f, so ist nach einem Satze 
der Proportionenlehre PS : PL 
= 5Ä:XÄj, folglich SFiSR 
= LF:LR^. 

3. Bas VerMltnü aus den Entfernungen eines Kurven- 
punktes von r.lnem Brennpunkt und der zugeordneten 

" t konstant. 




-^B 
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T 149* Die von einem Bpennpunkt auf die Kurven- 
tangenten gefällten Lote. Wir erhalten"''^'' die Tangenten 
unserer Kurve, indem wir zivei aufeinander senkrechte 
Strahlen p und q mn F sich drehen lassen. Kommt p in die 
Lage des Lotes CC^ (Fig. 95) von s, so ist q parallel s; daher 
ist die durch C, parallel s gezogene Gerade eine Tangente 
der Kurve; kommt p in die Lage des Lotes DD^ von s,, 
so ist, wie sich in derselben Weise ergiebt, die durch D 
parallel n^ gezogene Gerade eine Tangente der Kurve. Die 
beiden gezeichneten Tangenten bilden mit s und s^ ein 
Parallelogramm, d. h. ein Kurveu- 
~ vierseit, dessen eine Diagonallinie 

die imeigentliehe Gerade ist. Der 
dieser gegenüberliegende Diagonal- 
ponkt, d. i.(^.) die Mitte von D C„ 
ist daher der Mittelpunkt der 
Knrve'^'*»'; dnrch ihn geht die Haupt- 
achse, das von F auf die Richtlinie 
/■ gefällte Lot FF,(i«'>. 

Wird B C, von TF und der 
Richtlinie / in JE und E^ geschnitten, 
so sind, weil T F von / durch s und s^ harmonisch getrennt 
wii-d<*^, i* Cj .FE, vier harmonische Punkte, daher^"'' 
OE.OE^=^OD\ Ans dem Viereck TFC,I>, in dem 
zwei Seiten auf ihren Gegenseiten senkrecht stehen, ergiebt 
sichC's-), dafs TE senkrecht auf C^J) steht; da die Haupt- 
achse senkrecht auf / steht, so liegen FF^ EE^ in einem 
Kreise, so dafs nach einem planimetrisehen Satze ist F.OF^ 
^ E . E, = D^. Weil der Flnehtpmikt und F nnd 
F^ zwei homologe Punkte der konjugierten Involution der 
Hauptachse sind, so ist OF .0 F^ = a^<^^^'\ also OD = a, 
wenn wir wieder durch a die halbe Lstnge der Hauptachse 
bezeichnen. Aus dem rechtwinkligen Dreieck C^D C ergiebt 
sich noch OC^OD, mithin OC = a: 

Die Fu/spunkte der von einem Brennpunkt auf die 

Tangenten gefällten Lote liegen im Haupthrewe, 

z Zusatz. Sind F und G (Fig. 96) die beiden Brennpunkte 

und s eine beliebige Taugente, so müssen die Tangente nnd 

die Normale ihres BerUhrungsitunktes P die beiden Aebsen 

in homologen Punkten BB^ und CC^ der fokalen Involutionen 
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scbneiden '"i-' nnd die von den Brennstrahlen F F und P (r 
gebildeten Winiiel halbieren l"^">. Nehmen wir an, dafs 
die Tangente (wie in der Figur) 
die Hauptachse in einem Punkte 
\(iaF ■ tr® sehneidet, dafs also i"'>i 
die Kurve eine Ellipse ist, so 
halbiert die Tangente den Neben- 
winkel von G^PF. Das von F 
auf die Tangente s gefällte Lot 
FH trifft also die Verlängrerung 
der Seite P G des Dreiecks PF G. 
Weil aus ^FPH=RPD folgt, dafs PF = PI>-axA 
FH^HI) ist, so ergiebt sieh: 

1. Die Summe aus den Brennstrahlen eines Eilipsen- 
punktes ist konstant und »war gleich der Länge der 
Hauptachse, 

Für eine Hyperbel ergiebt sich in derselben Weise: 

2. Die Differenz aus den Brennstrahlen eines Hyperbel- 
punktes ist konstant nnd Kwar gleich der Länge der 
Hanptaehse. 

150* Vlepseit mit zwei peehtwlnklig-en Ge^eneeken. i^ 
In Nr. 148 haben wir die Aufgabe gelöst: Aus zwei 
Tangenten a nnd s^ und der zirkulären Involution des Punktes 
F die Kurve zu zeichnen. Es bleiht noch der besondere 
Fall zu erledigen, dafs die Geraden s und s, aufeinander 
senkrecht stehen. Da auch die 
homologen Strahlen p und q (Fig. 97} 
der Involution F^ aufeinander senk- 
recht stehen, so bilden, wenn wir 
die frühere Bezeichnung ' '^^' bei- 
behalten, A B A B^ die Ecken eines 
Vierecks, von dem zwei Seiten auf 
ihren Gegenseiten senkrecht stehen; 
es ist daher*"-'* auch A B^^ l senk- 
recht auf A^B=^lj; es stehen also 
je zwei Tangenten, die sieh in einem 
Punkte der Richtlinie schneiden, aufeiuander senkrecht. 

Kommt p bei seiner Drehung um F (vgl. 149) in die 
Lage des von F auf » gefällten Lotes, so wird zugleich ," 
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parallel s, und q parallel s; die Tangeote j\^ B ist 
daher, weil ^1, nnd B die uneigentUebeii Punkte von s^ 
und s sind, die uneigentliehe Gerade, unsere Kurve 
also"^'*' eine Parabel (vgl. 145 Z). — Um dies Ergebnis 
in Worte kleiden zu können, wollen wir den Schnittpunkt 
zweier Seiten eines Vierseits, die aufeinander senkrecht 
stehen, eine rechtwinklige Ecke des Vierseits nennen und 
entsprechend einen Diagonalpunkt, in dem sieh zwei auf- 
einander senkrecht stehende Diagonallinien schneiden, einen 
rechtwinkligen JOiagonalpunkt : 

Ein Vierseit mit zwei rechtwinkligen Gegenecken 
hat einen rechtwinkligen Diagonalpunkt. V<m der durch 
die Seiten eines solchen Vierseits bestimmten Parabel^^^-' 
ist der reohtwinkEge Diagonalpunkt der Brennpunkt und 
die Verbindungslinie der rechtwinkligen Gegenecken die 
Riclttlinie, 
ji Anmerkung. Man kann diesem Satze eine andere Form 

geben, wenn man von dem Dreieck A A, B (Fig. 97) aus- 
geht, in welchem die beiden Seiten ß A und B A^ und ihre 
Höhen unsere Tangenten ssj II, sind; Zwei Seiten eines 
Dreiecks und ihre Höhen bestimmen eine Parabel, von 
welcher der Fufspunkt der dritten Höhe der Brennpunkt ist, 
während die Fufspunkte der beiden ereton Höhen in der 
Eichtlinie liegen, 
öl 151.* Parabelsät^e. Da tür eine Parabel die uneigent- 

liehe Gerade eine Tangente ist('^''>l, so folgt aus Nr. US^: 
1. Eine Parabel ist durch einen Brennpunkt und 
seine Richtlinie bestimmt. 

Bezeichnen wir den Schnittpunkt der Richtlinie / und 
der nneigentlichen Gerade o durch Y, so ist die zweite 
durch Y gehende Tangente (vgl I4S2) der von durch F 
und / harmonisch getrennte Strahl t des Punktes Y, den 
wir z. B. dadurch erhalten^""', dafs wir durch die Mitte A 
des von F auf / gefällten Lotes FF, die Parallele zu / 
ziehen. Da >' der Pol von F F^ ist*'*^'', so sehneiden die 
Ordnungsstrahlcn der konjugierten Involution Y^ die Gerade 
F F, m zwei Kurvenpunkten<^^> ^ und ^,, die zugleich die 
Seheitel l"*"' sind, weil FF, die Hauptachse ist«"^'!. Der 
Strahl ( ist also die Tangeute in dem Scheitel A der Parabel; 
der zweite Scheitel A, ist, als Punkt von 0, der uneigent- 
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liehe Punkt der Hauptachse, seine Tangente die uneigent- 
liclie Gerade. 

Aus der in Nr. 148, gezeigten Konstruktion einer Karve 
wird also für die Parabel, wenn wir s and s^ in ( und o 
fallen lassen, die folgende: 

2. Die Tangenten einer durch den Brennpunkt und 
die (eigentliche) Seheiteltangente gegebenen Parabel 
sind die Lote, die man auf den Brennstrahlen in ihren 
Schnittpunkten mit der Scheiteltangente errichtet. 

Der uneigentliehe Scheitel A^ ist der PoU^ ^i von o, 
also der Mittelpunkt '^"-^ der Parabel. Da femer der Mittel- 
punkt und der uneigentliche Punkt der Hauptachse homologe 
Punkte der fokalen Involution sindl"'«^ und diese beiden 
Punkte Zusammenfallen, so ist A^ ein Ordnungapunkt der 
fokalen Involution, d. h.<'*^'l ein Brennpunkt: 

3. FUr eine Parabel fallen der Mittelpunkt, ein 
Brennpunkt und ein Scheitel in den un eigentlichen 
Punkt der Haaptachse. 

Sehneidet die Tangente des Parabelpanktes P die Achse 
in (2j, so ist die Polare von Q^ das von P auf die Haupt- 
achse gefällte Lot P<3^9"'i; Q, und Q sind also zwei kon- 
jugierte Punkte der Hauptachse; da die konjugierte Involution 
der Hauptachse durch die beiden Seheitel als Orduungs- 
punkte bestimmt ist, so ist A die Mitte der {Suhtangente 
genannten) Strecke Q Q, : 

4. Jede Subtaugente einer Parabel wird durch den 
Seheitel halbiert. 

Da Tangente und Normale die Hauptachse in homologen 
Punkten Qj und N der fokalen Involution schneiden"*^'', so 
wird, weil der eine Brennpunkt der Parabel ein uneigent- 
licher Punkt ist, die Strecke Q^ N in F halbiert, folglieh 
Q^F^^Q^N; vorher fanden wir QtA^^Q^Q, also 
durch Subtraktion: AF=^QN. Die Strecke QN, die 
Suhtwrmale genannt wird, hat also den konstanten Wert 
3 A F, Die Gröfse 2 A F heifst der halbe Parameter der 
Parabel, so dafs wir haben: 

5. Die Subnormale einer Parabel ist gleich dem 
halben Parameter. 

Da der (eigentliche) Scheitelt die Mitte von Fi^^ ist, 
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also von F und / gleiche Entfernungen hat, so folgt aus 
Nr. 148^: 

6. Jeder Parahelpuiikt hat von dem (eigentlichen) 

Brennpunkt und der (eigentlichen) Kichtlinie gieiek; 

Entfernungen. 

1-' 152.* Der Hauptkreis der Parabel. Verbinden wir 
zwei Punkte .1 und A^ mit den homologen Punkten E und 
E, der zirkulären Punktinvolntion, so liegen die Schnitt- 
punkte der Strahlen A{E) und A^ (jG,) in einem Kreise mit 
dem Durchmesser ^ ^4,(^8, n. isi,). Fällt der Punkt ^^ in die 
nneigentliche Gerade, so ist der Strahl A^ (E^), m lange E^ 
nicht in Ä^ fällt, die uneigentliche Gerade; fUllt aber ^ in 
den dem Punkte .4^ homologen Punkt der zirkulären In- 
volution, E, also in A^, so ist Jeder Strahl von A, als 
Verbindangslinie A, (E^) zu betrachten, mithin jeder Punkt 
von A{E) als Schnittpunkt homologer Strahlen: 

1, Fällt der Punkt A^ in die uneigentliche Gerade, 
so zerfällt der Kreis, der A A^ zum Durchmesser hat, 
in die uneigentliche Gerade und das in -4 auf A ,4, 
errichtete Lot. 

Aus dieser Bemerkung ergiebt sich"^'«); 

2, Für eine Parabel zerfällt der Hauptkreis" *^'' in 
die uneigentliehe Gerade und die Seheiteltangente. 

Nun wissen wir('*"', dafs die Fufspunkte der vom Brenn- 
punkte auf die Tangente gefällten Lote im Hauptkreise 
liegen; für die Parabel müssen sie also in der uneigentlichen 
Gerade und in der Scheiteltangente liegen. Fällen wir aber 
von einem eigentlichen Punkte auf eine eigentliche Gerade 
das Lot, so kann der Fufspunkt kein uneigentlieher Punkt 
sejn, weil Tangente und Lot die uneigentliehe Gerade in zwei 
homologen Punltten der zirkulären Involution schneiden'"^»' 
und von dieser eiliptiacheni"^»' Involution nicht zwei Punkte 
zusammenfallen. Jede eigentliche Gerade ist aber ein Lot 
der uneigentlichen Gerade'"^'*. Die Fufspunkte der vom 
Brennpunkt auf die eigentlichen Parabeltangenten gefällten 
Lote liegen daher in der Scheiteltangente und die Fufspunkte 
der vom Brennpunkt auf die uneigentliche Gerade gefällten 
Lote in der uneigentlichen Gerade : 

3, Die Fufspunkte der vom Brennjiniikt auf die 
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(eigentlichen) Parabeltangenten gefällten Lote liegen 

in der Selieiteltangente, 

Anmerkunt;. Wir haben gezeigt, dafe der letzte Satz a 
ans einem allgemeinen ala besonderer Fall abgeleitet werden 
kann. Kürzer wiSre es gewesen, ihn direkt aus der Parabel- 
konstniktion"^' abzuleiten: er ergiebt sieh daraus, dafs s 
nnd Sj die von T{F) und / gebildeten Winkel (Kg. 97) 
halbieren. 

153.* Krümmung^kpeis. Die Steinersehe Parabel'^"*»' i" 
lieferte uns die fokalen Involutionen ; diese zeigten uns ein 
ganz neues Bild der Kurve, indem sie uns zu den Brenn- 
punkten und Richtlinien fthrten und den Znsammenhang 
zwischen der Kurve und ihrem Hauptkreise aufdeckten. 
Die fokalen Involutionen sind aber nicht die einzige Er- 
weiterung unserer Kenntnisse, die wir dieser Entdeckung 
Steiners verdanken; die Steinersche Parabel fuhrt uns auch 
noch zn dem Begriif des Krümmungskreises. 

Wir haben gefunden*' *'=>, dafs dem parabolischen 
Büschel, welches einem Knrvenpunkte zugeordnet ist, Tan- 
gente und Normale dieses Knrvenpnnktes als Strahlen an- 
gehören. Diese Strahlen, die wir dnreh ( und n bezeichnen 
wollen, berühren die Steinersche Parabel in zwei Punkten 
N und K, deren Bedeutung für die Kurve wir aufsuchen 
wollen. 

Da die Polare eines Kurvenpunktes S seine Tangente 
ist'^"^', so wissen wir*'^"»', dafs die den Strahlen a von ä 
konjugierten Lote a^ die Geraden sind, welche die homologen 
Punkte Aj^ und Aj der in ( und o liegenden projektiven 
Punktreihen verbinden. Dem Schnittpunkt o(t) ist in der 
Zirkularen Punktinvolntion, weil t senkrecht auf n steht, der 
Punkt o{n) homolog. Fällt daher a in w, d, h. A in o(n) 
und Aj in o{i), so fällt A^, der Pol des in die Normale 
fallenden Strahles a, in den Punkt von (, welcher dem 
Schnittpunkt o t der beiden Träger in der Punktreihe von ( 
homolog ist, d. i.'"' in den Pui^t N, in dem ( die Steiner- 
sche Parabel berührt : 

1. Jede Kurventangente bertthrt die ihrem Berührungs- 
punkte zugeordnete Steinersche Parabel im Pol der 
Normale. — 
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Die Bedfiitung des Punktes K, in dem die Normale n 
die Steinerselie Parabel berührt, finden wir dureh eine Be- 
weisaxt, von der wir bisher noch keinen Gebrauch gemacht 
haben, die aber sonst vielfach, auch in der Geometrie der 
Lage, benutzt wird: die Betrachtung des Schnittpunktes 
zweier unendlich nahen Geraden {der dual gegenübersteht 
die Betraehtang der Verbindungslinie zweier nnendlieh nahen 
Punkte). 

Ist S ein Punkt einer Kurve k-, S^ ein zweiter und 2"^ 
der Schnittpunkt der Tangenten in S und 5^, so ergiebt 
sich, wenn wir für den Punkt T die Steinersehe Parabel 
zeichnen, dafs zu ihren Strahlen auch die Normalen in S 
und S^ gehören; denn dem Strahl T(S) entspricht als kon- 
jugiertes Lot die Normale in S und ebenso dem Strahle 
T{Sj) die Normale in S^. Lassen wii- den Punkt S sieh 
dem Punkte S, unbegrenzt nähern, so dafs T{S} und T(S,) 
zwei auf einander folgende Strahlen des geraden Büschels 
T werden, so werden die beiden Normalen zwei auf einander 
folgende Parabeltangenten; ihr Schnittpunkt föllt also, wenn 
.?j (mithin auch Tj in S fällt, in den Pnnkt, in dem die 
Normale in S die zu S gehörende Steinersche Parabel be- 
rührt. — 

Der Schnittpunkt K zweier unendlich nahen Normalen 
hat fllr das Zeichnen einer Kurve grofse Bedeutung. Ziehen 
wir nämlich um K mit dem Halbmesser KS einen Kreis, 
so hat dieser mit der Kurve in zwei unendlich nahen 
Punkten die Tangenten gemeinsam ; er nähert sich also der 
Kurve in der Nähe des Punktes S mehr als irgend ein 
anderer Kreis, Einen solchen Kreis nennt man Kvümmiings- 
kreis und seinen Mittelpunkt KrümmungsmittelpimH: 

2. Die einem Kurvenpunkte zugeordnete Steinerse/te 
Parabel herührt die Normale des Knrvenpmktes im 
KrilmmuTigsmittelpmikt. 

Für einen Punkt der Achse zerfällt die Steinersche 
Parabel in zwei gerade Strahlenbüschel^*'''' ; der Mittelpunkt 
des einen ist der dem Punkte in der fokalen Involution 
homologe. Daraus ergiebt sich: 

3. Der einem Scheitel der Kurve zugeordnete 
KrUmmungsmittelpunkt ist der dem Scheitel in der 
fokalen Involution homologe Punkt, 
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4. Konstruktion des Krümmungs^nittelpunktes. Sind uns 
von einer Kurve die Achsen nnd für den Kurvonpnnkt ä' 
(Fig. 98) die Tangente t und die Normale n bekannt, so 
können wir die dem Punkte S zugeordnete 
Steinersche Parabel''*''' und damit den 
KrUmmtingskreis zeichnen. Werden näm- 
lieli die Achsen von ( in B und C, von 
n in -B, und C^ geschnitten, so ist der 
Schnittpunkt F' von B C^ and 3^ C dei 
Brennpunkt der Steinerschen Parabel 
und 5 ein Punkt der Richtlinie'""'!; das 
in F" auf S F" errichtete Lot sehneidet 
daher die Normale n in dem Krlimmungs- 
mittelptmkte ZU«.). 

5, Dieser Konstruktion soll noch eine Bemerkung an- 
gefügt werden, von der wir später*^"' Gebrauch zu machen 
haben. Weil (Fig. 98) als Peripheriewinkel ^SFC^SC.C 
und CF'0=CBO ist, m ist ^SF'0=iR, wenn 
■^ SC^ C^C BOr^ IR ist. Der Krümmungsmittelpunkt 
K liegt daher in der Verbindungslinie FO, wenn die Tan- 
gente mit den beiden Achsen gleiche Winkel bildet. 

15i.* Erste KuFVenkonstruktion dureh Krümmui^s- lä 

kreise. Das Ergebnis der vorigen Nummer setzt uns in 
den Stand, eine bessere Zeichnung einer Kurve zu geben, 
als es mis bis jetzt möglich war. Unser bisheriges Ver- 
fahren bestand darin, dafs wir eine Anzahl von Punkten 
konstruierten und dann die fehlenden durch Schätzung ein- 
fügten. Dies Eintragen der fehlenden Punkte nun läfst sich 
mit Hülfe der KrUmmungskreise genauer ausführen, als es 
durch blofses Sehätzen möglich ist. 

Gehen wir von der Aufgabe aus: Dnrcli fünf Punkte 
eine Kurve zu legen, so ist der Gang der Lösung folgender. 
— Wir zeichnen'^^ ^' den Schnittpunkt der Tangenten in zwei 
Kurvenpunkten, konstruieren"'^-*' denMittelpunktunddann'''^' 
die Achsen der Kun-e; mit Hülfe der Achsen und der Tan- 
gente nnd Normale eines Kurvenpunktes Ä läfst sieh dann 
der Ktümmungskreis für S zeichnen'"^'*. — Statt diese 
Konstruktionen, die sich an einer Figur doch nicht über- 
sichtlich würden darstellen lassen, hier noch einmal im 
einzelnen durchzuführen, wollen wir von solchen gegebenen 
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Stücken ausgehen, die uns die Achsen unmittelbar ergeben. 
Wir lösen noch einmal"^=> die 

Aufgabe: Eine Kurve aus den beiden Brenn jjunkten 
und einer Tangente zu zeichnen. 

Schneidet die gegebeni- Tanfrente t (Fig. 99) die Haupt- 
acbae in B, so erhalten wir die Nonnale n ihres Berührungs- 
punktes 6'"*'>i, indem wir auf ( das Lot « fällen ans dem 
Punkte B^, der von B durcli die Brennpunkte F und (r 
hamionisoh geirennt ist. 
Wird das Mitteilet von 
FG, die Nebenachse"*^'*, 
von t in C und von n in 
Cy geschnitten, so ist^'^*^ 
der Schnittpunkt F von 
^qnndöjC der Brenn- 
punkt der dem Punkt S 
zugeordneten Steiner- 
schen Parabel und der 
Punkt K^ in dem das in 
F' anf SF errichtete 
Lot die Normale schneidet, der Krümmungsmittelpunkt. — 
Fällen wir von dem Brennpunkt F auf die Tangente ( das 
(in der Figur nicht gezeichnete) Lot FH, so ist der um die 
Mitte von FG mit OH geschlagene Kreis der Ilaupt- 
Itreis"^", durch den wir die Scheitel A nnd Ä^^ der Haupt- 
achse erhalten. Zeichnen wir noch den von A durch F 
und G harmonisch getrennten Punkt A', so ist dies der dem 
Scheitel A zugeordnete Kriimmungsmittelpunkt'"^*. 
A Anmerkung. Die Figur ist allein mit Hülfe der beiden 

Krüinmungskreise um K und A' gezeichnet. — Es ist vor- 
teilhaft den Kreis ttber dem Durchmesser C C^ zu zeichnen; 
er geht durch S und durch iil"ä.> ^^^ ^g,jin (siehe Mg. 99) 
zur Konstruktion des Krümm ungsmittelpunkf es A' benutzt 
werden'^'l. 

lä 155.* Krümmung'skFelse der ParabeL Die vorher- 
gehende"^*' Konstruktion wird besonders einfach, wenn der 
eine Brennpunkt ein nneigentlicher Punkt, also*'** ^> die Kurve 
eine Parabel ist. Für eine Parabel ist der Mittelpunkt 
ein un ei gentlich er Pankt"^'', die Nebenachse also die nn- 
eigentliehe Gerade, Die Punkte C und C, sind daher die 
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uneigeDÜichen Punkte von t und n, und B C^ ist parallel 

n und 5^ C parallel t; SBF'B^ sind also die Ecken einea 

Rechtecks, so dafs F die Mitte von 

S F' ist. Daraus ergiebt sieh die ^c 

folgende 

Konstruktion der Parabel: Schnei- 
det diegegebeneTangente dieHanpt- 
achse in B {Fig. 100), so sehlagen 
wir um den Brennpunkt F mit ' 
FB einen Kreis, der die Tangente 
in S, die Hauptachse in S^ und 
die Verbindungslinie FS in F' 
zum zweiten Male schneidet; das 
in F auf FS errichtete Lot trifft 
die Normale SS, im KrUmmungs- *''*'■ '°"- 

mittelpmikt K. 

IÖ6.* Zweite Kupvenkonstruktion dupch Kpüm- ib« 
mimgskpeise. In Nr. 148 sahen wir, wie sich aus zwei 
Tangenten s und s^ und dem Brennpunkte F eine Kurve 
zeichnen läfst. Indem wir jetzt von dem besondem Falle 
aasgehen, dafs der Schnittpunkt T der Tangenten s und s^ 
ein uneigentlicher Punkt ist, geben wir eine zweite Kurven- 
konstruktion durch Krümmungskreise. Das in F auf TF 
errichtete Lot, welches die Tangenten in zwei Kurvenpunkten 
schneidet '^^'>, steht in diesem Fall auch senkrecht auf der 
(durch T gehenden) Richtlinie und ist daher("8ii die Haupt- 
achse. Die parallelen Tangenten liefern uns also die 
Scheitel A and A^ der Kurve. Umgekehrt können wir auch 
s und Sj als bestimmt ansehen durch die Scheitel A und 
Aj und unsere Aufgabe demnach so fassen : 

Fine Kurve zu zeichnen, von der die beiden. {Saupt-'-^*^'') 
Scheitel und ein Punkt ihrer Verbindunffdinie ah Brenn- 
punkt gegeben sind. 

Ist Fj der dem Brennpunkt F in der konjugierten In- 
volution der Hauptachse homologe Punkt, so gehen durch 
ihn zwei Tangenten, die von dem im Brennpunkt F auf 
der Hauptachse errichteten Lot in zwei Kurvenpunkten ('^') 
geschnitten werden. Auf diese Bemerkung nnd die weitere, 
dafs die Fufapunkte der vom Brennpunkte auf die Tangenten 
gefällten Lote im Hauptkreis liegen'"^', stützt sich die folgende 
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Konstruktion: Wir zeiehnen den Hauptkreis der durch 
die Scheitel A A^ und den Brennpunkt F (Fig. 101) ge- 
gebenen Kurve und bezeichnen die Funkte, in denen er das 
Mittellot von ÄA^, die Nebenachse, sehneidet, durch C und 
C^. Den Brennpunkt F projizieren wir aus f, anf den 
Hauptkreis und verbinden den erhaltenen Punkt D mit C. 
Diese Verbindungslinie CD ist, vteil sie durch den dem 
Brennpunkt F konjugierten Punkt F^ geht'*^' ""^ ^*3i) ^^^ 
senkrecht auf FD steht, eine Tangente der Kur\'e"*^>, die 
Ton dem im Brennpunkt F auf der Hauptachse errichteten 
Lot in ihrem Berührungspunkte ä geschnitten wird. Tan- 
gente und Normale von 5 Uefern uns den zugeordneten 




Krllmmungskreisl^"^'!, — Za bemerken ist noch: Die Nor- 
male in -S schneidet die Nebenaehse in einem Punkte E, der 
dem Punkte C in der fokalen Involution der Nebenachse 
homolog ist^"''!. Das von E auf A C gefällte Lot schneidet 
daher die Hauptachse m dem Punkte A', der dem Seheitel A 
in der fokalen Involution homolog ist; daraus folgt, weil 
A= C ist, dafa auch k' = E ist. Man erhält also 
den KrUmmnngsmittelpunkt des Scheitels, indem man OA' 
= 0E macht. — Liegt F auf ^ ^^, F^ also(2*>i auf ^'-4^, 
so ist die Kurve eine Ellipse '"'''1 and das im Brennpunkt 
auf der Hauptachse errichtete Lot sehneidet auch den Haupt- 
kreis"**', Nennen wir den einen Schnittpunkt S', so ist nach 
dem Pythagoras FS'^ = a^ — e", also gleich i*!'«.); y,-^- 
kennen mithin auch die Punkte B und B^, in denen die 
Nebenaehse die Kurve schneidet. 
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Anmerkung. Da die im Text erwähnten KrUmmungs- a 
kreise zur Zeichnunf^ der Figur 101 nicht ansreiehen, so 
mUfste eigentlich zwischen A und Ä noch ein Knrvenpnnkt 
eingeschaltet nnd auch fhr diesen der KrllmniungBltreie ge- 
zeichnet werden. Infolge der Fehler aber, die heim Zeichnen 
unvermeidlich sind, erhält man eine ebenso gute Figur, wenn 
man den letzten Krümmnngskreis durch Schätzung einträgt. 

157.* Zweite*!"' Konstruktion der Ellipse aus is' 
ihren beiden Achsen. Die letzte Bemerkung der vorigen 
Nummer zeigte, dafs wir aus A A^ und F die Länge B 
der Nebenachse zeichneu konnten, wenn F anf A Ay liegt, 
die Kurve also eine Ellipse ist. Umgekehrt ergiebt sich, 
dafs uns eine Kurve durch A A^ nnd B gegeben ist. Da 
sieh in diesem Falle eine besonders einfache Konstruktion 
für einzelne Krttmmnngskreise ergiebt, so mag hier noch 
folgen die Lösung der 

Aufgabe: Eine Ellipse aus ihren beiden Achsen zu 
zeichnen. 

Sehneiden sich die Lote, welche wir in 4 {Fig 102) 
auf der Hauptachse und in B auf der Nebenaclise errichten, 
in D, so ist I>, als Sehnittpimkt der Tangenten in 4. und 
B, der Pol von AB^^^^; das von B auf AB gefällte Lot 
ist daher das der Gerade AB konjugierte und schneidet 
mithin''*^'* die Achsen in zwei Punkten A' und B die den 
Scheiteln A und B in den fokalen Involutionen homolog 
sind, d. i.<'^^* in den den Scheiteln zugeordneten Krümmungs- 
mittelpunkten. — Bezeichnen wir den Fnfspunkt des von D 
auf A B gefönten Lotes durch P, so ergiebt sich, wenn wir 
A^a und B=: b setzen, nach einem planimetrischen 
Satze aus dem rechtwinkligen Dreieck ABD: 

P^^6^:/^^'+T^ nnd P B = a"- iV w' -\-V-. 
Machen wir OQ^PB und errichten in Q auf der Haupt- 
achse das Lot, so ist die Potenz der konjugierten Involution 
dieses Lotes für den Hauptkreis *'^*«* a'^h^-.a-^b^. Folg- 
lich<^**'> finden wir die Potenz y* der der Kurve konjugierten 
Involution dieses Lotes aus 

es ist also y ^= P A, Wir erhalten demnach einen Kur\-en- 
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punkt S, wenn wir P B und P A als Abszisse nnd Ordinate 
benutzen, d.h. QS^PA auf dem in Q erriehteteu Lote 
abtragen. — Nennen wir noch den nicht gezeieimeten Sehnitt- 
pnnkt dieses Lotes mit dem Hauptkreis 5', so wissen wirC*^»', 
dafs die Tangente des ElHpsenpunktes S die Hauptachse in 
demselben Punkte Q^ schneidet, wie die Tangente des Exeie- 
punktes S'. Es ist also QQ,=QS'^:OQ, folgUch QQ^ 
— Q S — P,4. Die Normale des Knrvenpunktes 5 sehneidet 
also die Hauptachse in einem Punkte N, so dafs NQ ^QS 
= PA ist. — Konstruieren wir*'^'') aas Tangente und 
Normale und den beiden Achsen den Brennpatikt F' der 
Steinersehen Parabel, so liegt('^>', weil ^ S F' ein Rechter 
ist, der KrUmmungsmittelpunkt K in F' 0. Da noch ^S Q 
= QOF' ist("ä'', so schneidet F' das Lot QS in einem 
Punkte ^j so, dafs Q die Mitte von S S^ ist. — - Aus diesen 
Bemerkungen ergiebt sich die folgende 




Komtmktion: Wir errrichten in dem Scheitel A (Fig. 102) 
der Hanptaehse nnd in dem Scheitel B der Nebenachse die 
Lote und tällen von ihrem Schnittponkte B das Lot auf 
A B, welches ^ 5 in P und die Achsen in A' und B', den 
zn Ä und B gehörigen Krümmungsmittelpunkten, sehneidet. 
Wir machen Q^PB und schlagen um Q mit PA einen 
Kreis, der die Hauptachse in N und das in Q auf der 
Hauptachse errichtete Lot in den Kurvenpunkten S nnd -S, 
sehneidet; die Verbindungslinie SN schneidet dann 05, in 
dem dem Punkte S zugeordneten Krümmungsmittelpunkte K. 
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Zweiter Teil. 

Das Polarfeld. 

§ 13. Die resultierende Involution. 

158. Art der Beweisführung. Durch den Satz(äo), dafs i; 
die Punkte einer Kurve aus zwei beliebigen anter ihnen 
durch zwei projektive Strablcnbliscbel projiziert werden, 
kamen wir zum Begriff projektiver krummer Punktreihen'^^'. 
Indem wir zwei in derselben Kurve liegende projektive 
Pnnktreihen betrachteten, in denen zwei Punkte einander 
zweifach entsprechen, kamen wir zum Begriff der krummen 
Punkt- und Strahleninvolntion"^*, durch diese zum Begriff 
der Involutionaachse''^' und des Inyolutionszentrums'^^', durch 
diese zu den Begriffen Pol und Polare***', durch diese zum 
Begriff der konjugierten Punkte '^^'. Jetzt wollen wir, in 
umgekehrter Richtung uns bewegend, von dem Begriff der 
konjugierten Punkte ausgehen und mit Hülfe der Polaren- 
theorie Sätze über Involutionen und Projektivitäten beweisen. 

Da es sich demnach um eine Anwendung der Sätze Über 
Pol und Polare handelt, so werden wir im folgenden keine 
neuen Beweismittel kennen lernen. Dadurch aber, dafs wir 
die so gewonnenen Sätze von dem Begriff der konjugierten 
Punkte loslösen können, gelangen wir zu Involutions- und 
Projekiävitätßsätzen von grofser Fruchtbarkeit; sie erst er- 
möglichen, die Geometrie der Lage in allgemein gültigen Sätzen 
darzustellen. 

Anmerkung. Die folgenden Säke {sowie solche des § 14 a 
und des § 18) hat Herr II. Wiener in seiner Abhandlung: 
Hein geometrisehe Theorie der Darstellung binärer Formen 
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durch Punktgruppen auf der Geraden, Darmstadt 1885, olme 
Hälfe der Polarentheorie bewiesen. 
9 159. Besultierende Involution. 

1. Deßmtion: Von zwei krummen PutiMirwdutionen, 
die in derselben Kurve liegen, Iiei/st die eine eine resul- 
tierende der andern, wenn die Zentren konjugierte Punkte 
sind. — 

Um eine knrze Ausdmcksweise zu ermöglichen, hezeich- 
nen wir im folgenden eine krumme Punktinvolution, deren 
Zentrum der Punkt P ist*^^!, durch [P]. 

2. Sind B nnd B, irgend zwei homologe Punkte 
einer krummen Involution [Q] und B B und £, B, zwei 
Paar homologe Punkte der resultierenden Involution [P], 
80 sind B und Bj wieder zwei liomologe Punkte von [Q]. 

Beweis: Die vier Punkte BBB^B^ bilden ein Kurven- 
viereek, von dem zwei Seiten B B und B^ B, nach der 
Voraussetzung durch das Zentrum P der Involution [P] 
gehen, während die dritte Seite B B^ durch den dem 
Punkte P konjugierten Punkt Q geht; es geht dahert^'''' 
die Gegenseite BB, dieser dritten Seite ebenfalls durch Q; 
B und Bj sind also zwei homologe Punkte der krummen 
Involution [Q]'^-!. 
w 160. Übeptragung auf beliebige Involutionen. Um 
diesen Satz"^»* auf beliebige Involutionen zu übertragen, 
mllssen wir die Definition der resultierenden Involution von 
dem Begriff der konjugierten Punkte loslösen. Das erreichen 
wir durch die fUr zwei beliebige in demselben Träger 
liegende Involutionen P^ und Q^ gültige 

1. Definition: Von zwei. Involutionen P^ und Q^ hei/st 
die eine eine resultierende der andern, wenn zwei hmwlogen 
Elemmiteii von Q- in P^ zwei Elemente Iwmolog sind, die 
einander tineder in Q^ homolog sind. 

In Zeichen: Wenn P^ = Ak.Ä^K^ und Q^ = AA^.kk,^ 
ist, so heifst von den beiden Involutionen Z*^ und y- die 
eine eine resultierende der andern. — 

2. Lehrsatz: Sind B und B^^ zwei beliebige homo- 
loge Elemente der Involution Q' und B B und B^ Bj 
zwei Paar homologe Elemente einer resultierenden In- 
volution 1'-, so sind B und B^ einander homolog in Q^. 
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In Zeichen: Ans P- = AA . A,A^ . SB . B^B^ und 
Q^ = A A^ . A A, . B Bj folgt , dafs B und B^ einander 
homolog sind in Q-, 

Beweis: Wir zeigen die Richtigkeit des Satzes zunächst 
fto krumme Punktinvolntionen. — Betrachten wir das Kuryen- 
i-iereek AA, A A^ (Fig. 103), so ist, weil P* =:^ ^ A . ^^ A^ ist, 
der Schnittpunkt P der Gegenseiten A A und A^ A, das 
Zentrum der Involution P- und, weil Q'^ ^ A A^ . A A^^ ist, 
der Schnittpunkt Q der Gegenseiten A A^ und A A^ das 
Zentrnm der Involution Q-. P und Q sind aber als Diagonal- 
pnnkte eines Kurvenvier ecks 

konjugierte Punkte '^* ; 
daher<">'«' sind B und B^ ein- 
ander homolog in Q'^. 

Um die Richtigkeit unsers 
Satzes z. B, ftlr zwei gerade 
Strahl eninvolntionen mit dem 
Mittelpunkte Ä darzuthun, legen 
wir durch S eine beliebige 
Kurve P. Diese wird von den 
beiden in S gegebenen In- 
volutionen in zwei krummen "^ '"^ 
Involutionen geschnitten. Da für diese krummen Involutionen 
der Satz bewiesen ist, gilt er auch für die in ä gegebenen 
geraden Strableninvolationen. 

Animrkung. Von jetzt an werden wir unsere Sätze a 
nur für krumme Pnnktinvolotionen beweisen und sie dann 
gleich als gültig für alle Involutionen aussprechen, 

161. Ordnungselemente. Da einem Punkte P jeder wi 
Punkt Q seiner Polare f konjugiert ist, so giebt es zu 
einer Involution [P] unendlich viele resultierende [Q\. Ist 
P ein hyperbolischer Punkt, gehen also'^**^' durch P zwei 
Tangenten, die die Kurve in K und K^ berühren, so sind 
^undÄ" dieOrdnungspunkte der krummen Involution [7^ <^^i> 
und JCaj ist die Polare von P'-^^'K Das Zentrum Q jeder 
resultierenden Involution liegt daher, weil Q und P kon- 
jugierte Punkte sind, mit i^und .fi"^ in einer Gerade; jfund 
K^ sind also homologe Punkte von [Q]: 

1. IHe Ovdnungselemente einer Involution sind einander 
homolog in jeder resultierenden Involution. 
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Ist auch Q ein hyperboiiseher Pankt, ao'daJ's von ihm 
die beiden Tangenten Q (XXj) an die Kurve gehen, so 
bilden, weil K K^ durch Q geht, die Ordnunggelemente 
KKj^.LL^ einen hamionischea Wnrf(™>h 

2, Die Ordnungsdemente einer Involution wurden durch 
die OrdnungseUmente jeder remdtierenden Involution har- 
monisch getrennt. 

Ist [P] eine elliptische Involution, P also*'"^' ein ellip- 
tischer Punkt, so ist jeder Punkt Q der Polare p ein hyper- 
bolischer Punkt'"" : 

3. ffdt eine Involution heim Ordnungselemente, so hat 
jede resultierende Involution Ordnungsehmente. 

i2 1C2. Konstruktion dep resultierenden Involution. 
Sind Q und Ji zwei beliebige Punkte, also [Q] und [R] 
zwei beliebige Involutionen, so giebt es immer eine In- 
volution [P], die eine resultierende sowohl von [Q] als von 
[R] ist. Es ist das die Involution, deren Zentrum P der 
Pol der Verbindungslinie Q H ist. — Es genügt aber nicht 
zu wissen, dafa es zu zwei Involutionen immer eine gemein- 
same resultierende giebt; wir mUssen auch die resuhierende 
ans den beiden komponierenden zeichnen können. Dazn 
müssen wir die eben angestellte Betrachtung, durch welche 
sich P als der Pol von QR ergab, von dem Begriffe Pol 
und Polare loslösen. 

1. Aufgabe; Zu zwei Involutionen die gemeinsame 
resultierende zu zeichnen. 



g: Entspricht dem beliebigen Elemente A in der 
ersten gegebenen Involution Q- das Element Ai und diesem 
in der zweiten gegebenen Involution R^ das Element ^^,; 
entspricht femer dem Element A in R^ das Element J, 
und diesem in Q^ das Element A^,, so ordnen wir dem 
Elemente A das von A durch A^^ und ^l^, harmonisch ge- 
trennte Element A zu. 

Beweis : Wir haben au zeigen, dafs die durch unsere 
Konstruktion einander zugeordneten Elemente A imd A eine 
Involution bilden und dafs diese Involution eine resultierende 
sowohl der Involution Q^ wie der Involution Ä^ ist. — 
Diesen Nachweis führen wir wieder ^^^^ *' für zwei krumme 
Involutionen \Q] und [ß|. Üa nach der Konstruktion 
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AA^.A^ ^3j (Fig. 104) Punktpaare von [Q] sind, so 
schneiden sich die Verbindungslinien A Ä^ and -4^ A^^ in 
Q; ebenso schneiden sieb AA^ und ^^ ^j^ in Ä. Aus dem 

SchemA A A^ A^^ A^, A^ A geM dann hervor <°^', dafs die 
Tangente in A die Gerade Q Ä in demselben Punkte 'S 
schneidet wie die Verbindungslinie A^^ ^^. Der Punkt S 
bestimmt also in der Kurve eine hyperboliscbe Involution, 
von der A ein Ordnuiigspunkt und A^^ A^^ zwei homologe 
Punkte sind. Der zweite Ordnnngspunkt dieser kruranicn 
Involution [SJ ist der von A 
durch Aj^^ und -4^^^ harmo- 
nisch getr-ennte Paukt"-»'. 
Das ist nach unserer Kon- 
struktion der Punkt A, Die 
Verbindungslinie A A ist da- 
her die Polare von S t^ ^•>, 
und diese geht, weil S in 
QR liegt, durch den Pol 
P von Q R. Das durch ' 
unsere Konstruktion gewon- '^^' '"''' 

neue Punktpaar A A ist mithin ein Punktpaar der krummen 
Involution [P], und diese ist, weil P der Pol von Q R ist, 
eine resultierende sowohl von der Involution \Q\ wie von 
der Involution [Alt"«''. 

Zusatz. Um die Involutionen Q- und R- kurz bezeichnen z 
zu können, wollen wir sie komponierende der Involution P- 
nennen. 

163. OrdnuQgselemente der resultiependen Invo- 'n» 
lution. Wenn eine der beiden komponierenden "^* ^^ In- 
volutionen elliptisch ist, so ist die resultierende P^ hyper- 
bolisch t'*i'''. Es bleibt also noch die Frage nach den Ordnungs- 
elementen der resultierenden Involution zu erledigen für den 
Fall, dafs beide komponierende hyperbolisch sind. — Sind 
Q und R die Zentren der beiden komponierenden krummen 
Involutionen, so handelt es sich, weil das Zentrum der 
resultierenden Involution der Pol P von QR ist, darum, 
zu wissen, unter welchen Umständen die Verbindungslinie 
QR die Kurve schneidet. Diese Frage ist in Nr. 108 er- 
ledigt. Aus dieser Nummer ergiebt sich , dafs Q R die 
Kurve nicht sehneidet, also P ein elliptischer Punkt ist*"'''»'. 
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wenn die Ordimngselemente von [Q\ und [R] einander 
trennen; trennen sie sich nicht, so ist P ein hyperbolischer 
Pnnkt. 

Lehrsatz: Die resultierende Involution hat nur dann 
lieine Ordnungseleinente, wenn die beiden komponieren- 
den Ordnungselemente haben und diese einander trennen. 
M 164. Staudtscher Satz. Wir nnterhreehen in dieser 

Nummer die Hetrachtang der resultierenden Involution, um 
den Satz zu beweisen, auf dem v. Staudt'" die projektive 
Verwandtschaft aufgebaut hat. — Wir wissen*'^'«), dafs die 
Ordnungselemente einer Involution durch die Ordnungs- 
elemente jeder resultierenden Involution harmonisch getrennt 
werden. Bezeichnen wir also die Ordnnngselemente der In- 
volHÜonen P-. Q-, R- durch E'F, AB, OD, so heifst der 
vorhergehende Satz ('*^l, losgelöst vom Begriff der resul- 
tierenden Involution: 

1. Ist AB. CD ein hyperbolischer Wurf, so gieht 
es ein Punktpaar E F, welches gleichzeitig A B und 
CD harmonisch trennt. 

Um mit Hülfe dieses Satzes die Umkehrung von Nr. 30j 
zu beweisen, fuhren wir fiir den Augenblick das Wort har- 
monische Verwandtschaft ein durch die 

2, Definition: Zwei einförmige Grundgebilde heifaen 
harmonisch verwandt, wenn je vier harmonischen 
Elementen des einen vier harmonische des andern 
entsprechen. 

Wir führen unsern Beweis für zwei harmonisch ver- 
wandte Pnnktreiheu s und Sj. Wählen wir in s vier be- 
liebige Punkte, so lassen sich aus diesen drei WUrfe 
bilden*'*''', von denen zwei hyperbolisch sind und einer 
elliptisch. Bezeichnen wir die vier Punkte der Reihe nach 
durch AB1D, so sind AB CD und AD BC die 
hyperbolischen Würfe, wahrend A C BD elliptisch ist. Es 
giebt daher ^wei Punkte E and F, welche gleichzeitig A B 
und CD harmoniich trennen und zwei Punkte G und H, 
welche gleicbieitig A D und B C harmonisch trennen. Nach 
der De&iition müssen daher die entsprechenden Punkte Ej 
und F^ gleichzeitig die Punktpaare A^B^ und C^D^^, und 
G^ und li^ gleichzeitig die I'unktpaare 4^-0^ und B^C^ 
harmonisch tiemieu i olglich hind 1, Ä ( , D, und 
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A^ D^ . B^ C, hyperbolische Würfe, A^ C^ . B^ D^ also ein 
elliptischer Warf. Unser erstes Ergebnis ist also: 

3. In zwei harmonisch verwandten Grundgebilden 
entspricht jedem Wurf ein gleichnamiger Wnrf. 

Hieraus folgt: 

4. Wenn ein Punkt X die Funktreihe s im Sinne 
ABC durchläuft, so mnfs der entsprechende Punkt 
Xj die Punktreihe «^ im Sinne A^ B^ C^ durchlaufen. 

Es gelten also für harmonisch verwandte Gnmdgebilde 
dieselben Sätze, die wir in Nr. 32 benutzt haben, um zu 
beweisen, dafs zwei projektive Grundgebilde zusammenfallen, 
wenn sie drei Elemente entsprechend gemein haben. Eine 
Wiederholung jenes Beweises ergiebt daher; 

5. Wenn zwei harmonisch verwandte Gnindgebiide 
drei Elemente entsprechend gemein haben, so haben 
sie jedes Element entsprechend gemein. — 

Schneiden wir die Träger s und s, zweier harmonisch 
verwandten Punktreihen durch eine beliebige Gerade a in 
B und C^ (vergl. Nr. 35 und Fig. 29), verbinden B mit B^ 
und C[ mit C und bezeichnen die IPunkte, in denen die 
Verbindungslinie irgend zweier entsprechenden Pmikte A 
und A^ von ff, B B^ und CC^ geschnitten wird, durch A, 
Sj and S, so erbalten wir in a zwei harmonisch verwandte 
Punktreihen, wenn wir die Punktreihe s ans S und die 
Punktreihe «, aus Sj auf a projizieren. Die beiden in o 
gewonnenen Punktreihen, die harmonisch verwandt sind, 
haben die drei Punkte A 5 C, und daher jeden Punkt ent- 
sprechend gemein; es lassen sich also s und Sj als die 
Endglieder einer Kette von Perspektiven Gliedern auffassen; 
daherC'i): 

6. Zwei einförmige GrwndgehUde sind projektiv, wenn 
je vier kamwnisclien Elementen des einen vier karmomscJie 
Elemente des andern entspreelien. 

Zusatz. Da in zwei kongruenten Grundgebilden vier ?, 
harmonischen Elementen ner harmonische Elemente ent- 
sprechen, so folgt aus dem eben bewiesenen Satze; 

Kongruente Grundgebilde sind projektiv, 
ein Satz, den wir frliher(*'>i' nur durch die Geometrie des 
Mafses beweisen konnten. 
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ä 165. Kennzeichen für drei komponierende Involu- 
tionen. Weil die aus zwei Involutionen fQ] und fS] resul- 
tierende [P] den Pol P von QP als Zentrum haV-^^'\ so 
ergeben je zwei von den drei Involutionen [Q] [R] [S] die- 
selbe resultierende, wenn ihre Zentren Q PS in einer 
Gerade liegen. Um diesen Satz auf beliebige Involutioneij 
tibertragen zu können, müssen wir die Bedingung, dafs die 
Zentren Q PS la einer Gerade liegen, in eine andere Form 
bringen. — Sind in [Q][-Ä1[S] dem Ponkte A die Punkte 
A^ A^ A^ und dem Punkte B die Punkte Bj B^ B^ homolog, 
so ist Aß^B^Bg~/\BA^A^Ag die notwendige und Mn- 
reichende Bedingung dafUr, dafs die drei Zentren Q PS in 
einer Gerade liegen; denn projiziert man AB^B^B^ aas B 
und BA^A^Ag aus A, so erhält man zwei projektive 
Strahlenbiisehel**"!, in welchen dem Strahle B (A) der Strahl 
A (B) entspricht, so dafs die Schnittpunkte je zweier homo- 
logen Strahlen, d. h. die Involutionszentren, in einer Gerade 
liegen(ä*), 

Lehrsatz: Wenn in den Involutionen Q'^ R'' S- den 

Elementen A nnd B die Elemente A^ A^ A^ und 

Sj 5j B._. homolog sind, so ist A B, B^ B^ '/^BA^A„ A^ 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 

dafs die drei Involutionen komponierende einer und 

derselben resultierenden Involution sind. 

e« 166. Gesamtheit der komponiependen Involutionen. 

Soll eine Involution [Q\ eine komponierende der Involution 

[P] sein, so mnfs ihr Zentrum Q in der Polare p von P 

liegen''^'''; soll in ihr aufserdem dem Punkte A der Punkt 

A^ homolog sein, so mufs Q in der Verbindungslinie A A^ 

liegen. Q ist also bestimmt als Schnittpunkt von p und 

AA^. 

1. Lehrsatz: Eine Involution ist bestimmt durch ein 

Elementenpaar und eine resultierende Involution. 

In Zeichen: Entsprechen den Elementen A und A, in 

der resultierenden Involution P^ die Elemente A nnd A^, so 

ist die durch das Elementenpaar A A^ nnd die resultierende 

Involution P- bestimmte Involution AA^ ,AAj('"H . — , 

Wenn der Punkt Q die Polare p von P durchläuft, so 
liefert Q als Invoiutionszentrum sämtliche Involutionen [Q], 
welche komponierende von [Pj sind. Ist G ein fester Punkt 
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der Kurve k^ und Gj der Punkt, in dem die Verbindungs- 
linie G Q die Kurve zum zweiten Maie schneidet, so dnrch- 
läuft ö„ wenn Q die Polare p durchläuft, die Korve k-. 
Wir erhalten daher sämtliche komponierende Punlitreihen 
von [P], wenn wir irgend einem festen Punkt G der Reihe 
nach alle Punkte G^ zuordnen und die durch die Punkt- 
paare G Gj und [Fj liestimmteo Involutionen konstruieren. 

2. Lehrsatz: Man erhält die sämtlichen kompo- 
nierenden einer Involution P-, wenn man irgend einem 
festen Elemente G der Keihe nach sämtliche Elemente 
G, als homologe zuweist und die durch diese Zu- 
weisungen bestimmten Involutionen konstruiert. — 
Wenn P^ hyperbolisch ist, so giebt es unter den 
komponierenden zwei parabolische: diejenigen, für 
welche G, mit einem Otdnungselement zusammen- 
Mhf^^'K — 

Ist B ein zweiter fester Punkt ond /f, der zweite 
Schnittpunkt von RiQ) und k'', so beschreiben, während Q 
die Polare p durchläuft, G{Q) und II(Q) zwei zu p Per- 
spektive Strahlenbilsehel, die Punkte G^ und H^ also zwei 
projektive Punktreihen'"': 

3. JJie Elemente G^ und Hj, welclie zwei festen Ele- 
menten G und H in den komponierenden mier Involution 
P* homolog sind, sind projektiv auf einander bezogen, 
wenn man die Elemente Gj und H, einander zuordnet, 
die den festen Elementen in derselben kom,ponierenden 
homolog sind. — 

Sind G und .ff zwei homologe Elemente von P^, so 
sind die Elemente G, und fl^, welche ihnen in der kom- 
ponierenden Involution Q* homolog sind, wieder zwei 
homologe- Elemente von /'-('äsi); 

4. Die Elemente 6^ und H^, welche zwei homologen 
Elementen G und H von P- in irgend einer komponierenden 
von P^ Jiomdog sind, sind Elementenpaare der Involution P*. 

Als besondere Fälle sind noch hervorzuheben: 

5. Fällt Gj in -ff, so fällt H^ in G; fällt G, in 
G, so fällt H^ m H. 

167. Dpet Involutionen. Sind AkÄ^^^ vier beliebige u 
Punkte einer Kurve k-, so ist der Schnittpunkt P (Fig. 105) 
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von A A und y1, Aj konjugiert dem Schnittpankt Q von 
AA^ und AA,'"^"'; die Involution ^ ^^ . A A^ ist daher eine 
komponierende der Inrolution A A . ^^ A, l'*^'>. Dasselbe gilt 
von der Involntion A Aj^.A^ A, 

1. Von den dreiinvolutionen .3 A . ^Ij Aj ; vt-^1j .AAj; 
-4 Aj , ^j A sind je zwei komponierende der dritten. — 

Sind je zwei von drei krummen Involutionen [P] [Q] [B] 
komponierende der dritten, so sind die 
Zenteen die Ecken eines Poldreieeks''^*>'. 
Ist also A (Fig. 105) ein beliebiger 
Punkt von ^2, dem in [P] [Q] [S] die 
drei Punkte A^, A, homolog sind, so 
bilden AAA^fit^ die Ecken eines Kuryen- 
vierecks, von dem PQR die Diagonal- 
punkte sind'^''*. Die drei Involutionen 
sind also [P] ^ ^ A . J, A, ; [Q] = AA^ 
.,,-. ,„,. _ A A^ ; [Ä] ^ ^ Ai . ^j A ; 

2. Wenn in drei Involutionen, von denen je zwei 
komponierende der dritten sind, einem Elemente A die 
Elemente A^il^A, homolog sind, so sind die drei In- 
volutionen: ,ä A . ^^ A^ ; J ^^ . A A^ ; A k^ .A^^A. 

3. Wenn von drei Involutionen je zwei komponierende 
der dritten sind, so sind zwei dieser Involutionen 
hyperbolisch; die dritte ist elliptisch'*''*. 

18 168. Die konjugiepten Involutionen der Strahlen 

eines Punktes. Projizieren wir die konjugierte Involution 
irgend einer Gerade p aus einem beliebigen Kurvenpunkte 
S, so sehneidet die in S gewonnene Strahleninvolution die 
Kurve in einer krummen Punktinvolution, deren Zentrum 
der Pol P von p istCä"*. Ist nun A irgend ein Punkt von 
p, also dem Punkte P konjugierti^^'', so ist die durch das 
Zentrum P induzierte krumme Punktinvolution eine kompo- 
nierende*'*^ ''■> (oder, was dasselbe ist, eine resultierende) der 
durch das Involutionszentrum A bestimmten" ='''>. Dreht sieh 
der Strahl p nm A^ so beschreibt der Pol P von p die 
Polare a von -l"«!); es ergiebt sich daher, dafe die konju- 
gierten Involutionen sämtlicher Strahlen p von A aus S 
durch komponierende Strahleninvolutionen projiziert werden 
und dafs die resultierende aus diesen komponierenden In- 
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volntionen die durch das InTolutionszentrum A bestimmte 
ist. Diese resultierende wird aber ans S durch eine In- 
volution projiziert, die perspektiv zu der konjugierten In- 
volution der Polare a von A liegt'^^'l. 

Lehrsatz: Die konjugierten 
Punktinvolutionen der Strah- 
len p eines Pnnktea A werden 



Lehrsatz; Die konjv^erten 
Strahleninvolutionen der 
Punkte F einer Gerade a 
schneiden jede Knrventan- 
gente s in komponierenden 
Pnnktinvolntionen. Die resul- 
tierende aus diesen kompo- 
nierenden ist diejenige, welche 
die konjugierte Strahlenin- 
volution des Poles A von a 
in s aussehneidet. — Sie 
bestimmt daher eine krumme 
Strahleninvolution , deren 
Achse die Gerade a ist. 



aus jedem Eurvenpunkte S 

durch komponierende Strah- 
leninvolutionen projiziert. Die 
resultierende aus diesen kom- 
ponierenden ist diejenige, 
welche die konjugierte Puntt- 
involution der Polare a von 
.^ in S erzeugt. — Sie 
schneidet daherl^*»' die Kurve 
in einer krummen Punktin- 
volution, deren Zentrum der 
Punkt A ist. 

Zusats. Hat die konjugierte Involotion irgend eines ^ 
Strahles p von A die Ordnungspunkte K und K, , mit andern 
Worten"''* sehneidet p die Kurve in den Punkten K und 
K^, so sind S{K) und S{K^) homologe Strahlen der resul- 
tierenden Involution von Sti^'i*. S{K) und S[K^) schneiden 
also nach unserm Satze die Polare a von A in konjugierten 
Punkten. Daraus erkennen wir, dafs unser Satz eine Ver- 
allgemeinerung von Nr. 98^ ist. Für den Fall, dafs A ein 
hyperbolischer Punkt ist, wufste dieser Satz nichts aus- 
zusagen Über die Strahlen, die die Kurve nickt schneiden; 
erst der Begriff der komponierenden Involution vermag diese 
LUeke auszufüllen. Um fUr den Satz emen kurzem Aus- 
druck zu gewinnen, rtlhren wir die ati?'Mnyie/*e Involution ein 
durch die 

1. Definition: Jede resultierende mier kmijugierten 
Involution hei/st der Kurve adjungiert. 

Es schneidet also die Strahleninvolution, welche die 
konjugierte Involution der Gerade a ans S projiziert, irgend 
einen Strahl p des Poles A von a, das ist irgend eine der 
Gerade a konjugierteP^'* Gerade, in einer adjnngierten In- 
volution : 
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2, Die Strahleninyolution, 
dtirch welche die konjugierte 
Pnnktinvolution einer belie- 
bigen Grerade a ans irgend 
einem Knryenpnnkte projiziert 
wird, sehneidet jede der Ge- 
rade a konjugierte Gerade in 
einer der Kurve adjungierten 
Involution. 



S& A 
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2. Die Punktinvolution, in 
welcher die konjugierte Strah- 
leninvolution eines beliebigen 
Punktes A irgend eine Tan- 
gente sehneidet, wird aus 
jedem dem Punkte A kon- 
jagierten Punkte durch eine 
der Kurve adjungierte Invo- 
lution projiziert. 
169. Verallg-emeinerung: des Satzes von Desargues. 
(Fig. 106) seien die Ecken eines beliebigen Kurven- 
vierecks, p eine beliebige Gerade und P ihr Pol. Wir be- 
zeichnen die Punkte, in denen p von den Gegenseiten S A 
und 5jB geschnitten wird, durch A und A^, und die Punkte, 
in denen p von den Gegenseiten 5 B und S, A geschnitten 
wird, durch B und B^. 
Scbliefslich mögen die 
Verbindungslinien ä A^ 
und Ä-Bj von der Kurve 
zum zweiten Male in A^ 
und B, geschnitten werden. 
Es bilden dann die Kurven- 
punkte ö A^ A Sj B B, ein 
Sechseck, aas dem her- 
vorgeht 1"', dafs auch die 
Verbindungslinien AAj und 
B B, sich in einem Punkte Q von p schneiden. Die krumme 
Involution AA, .BBj, von der Q das Zentrum ist, ist, weil 
Q in der Polare p von P liegt, eine resultierende der 
krummen Involution, die durch den Pol P in der Kurve 
induziert wirdl"»'!. Es wird daher aus dem Knrvenpnnkte S 
die krumme Involution fQ] = A A, . B B^ durch eine Strahlen- 
involution projiziert, die eine resultierende ist von der 
Strahleuinvolution, durch welche die krumme Involution [P] 
aus S projiziert wird. Diese Strableninvolution aber 
schneidet p in der der Kuire konjugierten Involution von 
jj<^<'; also ist die Involution A A^ . B B^, welche durch die 
Strahleuinvolution 5 {AA|.Bßj) m p ausgeschnitten wird, 
eine resultierende der konjugierten Involution von p. Da 
Ä A^.B B^ die Punkte sind, in denen zwei Paar Gegen- 
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Seiten des Knrvenvierecks S S^ AB die Gerade p schneiden, 
so haben wir: 



1. Diefxegenseiten eirtes Kur- 
venvierecks seimeiden jede Ge- 
rade in einer Punktüivolution, 
die eine remitierende der kon- 
jugierten Involution dieser Ge- 
rade ist — 



1. Die Gegenecken eines K-ur- 
venvierseits werden oms jedem 
Punkte durch eine Strahlm- 
involution pr<^iziert, die eine 
resultierende der konjugierten 
Involution dieses Punktes ist. — 



Hat die konjugierte Involution der Gerade Ordnnngs- 

punkte, d. h. schneidet die Kurve die Gerade, so sind diese 
Schnittpunkte einander homolog in der resultierenden In- 
volution''*'''. Es ist unser Sata also eine Verallgemeinerung 
des Lehrsatzes von Desargues*"^*'. Die allgemeinste Form 
dieses Satzes wird sieb uns in Nr. 194^ ergeben. — 

Mit Hülfe des Begriffs der adjungierten Involution"^ ^J 
läfst sich unser Satz so aussprechen: 



2. Die Gegenseiten dnesKuT- 
venviereeks schneiden jede Ge- 
rade in einer der Kiirve ad- 
i Punkünvohtton. 



2. Die Gegenecken dnes Kur- 
verwierseits werden aus jedem 
Punkte durch eine der Kurve 
adjungierte SlraJilenirwolution 
projiziert. 

170. Die Hauptstpahleninvolation. Zwei Gegenseiten i' 
g- und Ä* und ibre diagonale Involution m-('^s> werden ans 
einem beliebigen Punkte S durch drei Strahleninvointionen 
projiziert. Wir wollen beweisen, dafs diese durch zwei 
Gegenseiten und ihre diagonale Involution in einem be- 
liebigen Punkte 5 induzierten drei Strahleninvolutioneu 
komponierende einer und derselben resultierenden sind. 
Sind also in den drei Strahleninvolutionen den Strahlen a 
und h die Strahlen a, «j a^ und b, b^ b^ homolog, so ist 
nachzuweisen"""', dafs ba^a^a.^'/\ab^^b^ b^ ist. Schneidet a 
die drei Träger ghu in CVA {Fig. 107), so liegen die drei 
den Punkten CTA in ff hu homologen Punkte C, T, S in 
einer Gerade «*'*'>, und es ist der [in der Figur nicht ge- 
zeichnete) Strahl S (Cj) = a„ S (rj = a„ S {B)^a^. 
Sehneidet femer ein zweiter Strahl b von S die drei Träger 
^Am in i>A.4j, so liegen die drei den Pimkten D6.A in 
ghu homologen Punkte J*j Äj B^ in einer Gerade ß, und es 
ist S(Z>,)--Ö,, 5(A|)^*„ S{B^)^b.,. Mit Hülfe von 
aa b ß läfst sieb noch zu einem dritten Strahl c von S der 

Böger, Eben« Qpometrio der Lagt. 13 
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zugeordnete y konstruieren. Bezeichueii wir nämlieh die 
Seimittpunkte {«(i), {ßa\ (ab) durch PQR, so bilden aa 
und h ß zwei Paar Gegenseiten des Viereeka S PQ R. Da 
a a und b ß die drei Träger g hu in Paaren homologer 
Punkte schneiden, so mufs auch das dritte Paar tfegenseiten 
SQ = e und I'R^y die drei Träger in Paaren homologer 
Punkte schneiden'^* '^*. Nun wissen wir*'^^'^', dafs die den 
Strahlen yon Ä zugeordneten Geraden einen krummen 
Strahlenbfischpl bilden, dem ancb g hu angehören. Wir 
haben denmaeh von diesem StrahlenbUschel die sechs Strahlen 
aßyghu. Da irgend zwei Strahlen eines krummen Strahlen- 




b^sebels von den übrigen in zwei projektiven Punktreihen 
geschnitten werden'""*, so haben wir a (y y hu)~/\ß (y g hu). 
Nach der Konstruktion ist y die Verbindungslinie des Punktes 
R~{ha) und des Puniites P = (« ^). Die Punkte a{y) 
und ß {y) werden daher aus S durch die Strahlen b und « 
projiziert. Die Punkte a (ghv) sind C, f^ B, sie werden 
daher aus S durch a^ a^ a^ projiziert; ebenso werden die 
drei Punkte ß (g h it) oder X>j Ä^ B^ ans S durch ij b^ b^ 
projiziert. Aus aiy gh u) ~/\ß['y ghu) ergiebt sieh daher 
durch Projektion aus S: ba^a^agj^ab^b^b^. 

Lehrsatz: Zwei Gegenseiten | Lehrsatz: Zied Gegenecken 
urtd i/ire diagonale Involuti&n und Hire diagonale Involution 
werden aus jedem Punkte durch \ sdmmhn jede Gerade in drei 
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drei komponierende Stj'ahlen- 
involutimen projiziert. — Die 
resultierende am diesen ärd In- 



involvMon des JPunhtes genannt 
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Punktinvolu- 
tionen,. — Die resultierende aus 
diesen drei Involutionen soll die 
Hauptpunktinvolution der Ge- 
rade genaimt werden. 



Anmerkung. Haben g^ und h^ die Ordnimgspnnkte KK^ k 
und LL^ und folglich ''">> m* die Ordnungspnnkte VW, so 
ist, weU die Ordnnngselemente der komponierenden Involution 
homologe Elemente der resultierenden sind^'*'»!, die in S 
resultierende Involution S {KK^. LL^ .V W). Die Punkt- 
paare KK^ . LL^ .VW sind aber, wie wir wisseni'^'»', die 
Gegenecken eines Vierseits. Unser Satz ist daher eine Ver- 
allgemeinerung von Nr. 64 Z: Die drei Paai- G-egeneeken 
eines Vierseifs werden aus jedem Punkte durch drei Strahten- 
paare einer Involution projiziert. 

Zusatz. Sind (unter Emflihrung einer neuen Bezeichnung) z 
a und h zwei homologe Strahlen der Hanptatrahleninvolution 
von E, welche g in A und B und h in A und B schneiden, 
so sind auch die Strahlen von E, 
die durch die homologen Punkte A^ 
und B^ von g'^ und durch die 
homologen Punkte Aj und B^ von 
h^ gehen, einander homolog in der 
Hanptinvolution Sä(i66,i_ Diese Be- 
merkung wenden wir an auf den 
Strahl E{ü) und den ihm in E- 
homologeu Strahl, der g h und u in 
Cr und A (Fig. 108) schneiden 
möge; es sind dann auch E(G) -^ 
und -E(C,), E{H) und Z(r,) je 

zwei homologe Strahlen der Haupt- *'" 

Involution, so dafs wir haben E-^=E[UC . (? C, . -ff Fj). 
Bezeichnen wir noch den Punkt, in dem h von E(C^) ge- 
schnitten wird, durch A^, und den Punkt, in dem g von 
i? (r,) geschnitten wird, durch D^, so wissen wir'^W, weil 
die Strahlen E{CC^r^) den durch die Ecken des Dreiecks 
C' G Üf gebenden Strahlen E {U G H) homolog sind: 

1. Die drei Punkte A D^ A^ liegen in einer Gerade. 

Bezeichnen wir ferner die Punkte, in denen die Diagonale 
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M von den Strahlen E{C^) und Eir,) geschnitten wird, dnrch 
(tj und ff^, so ist die von E- in u aaBgesehnittene Pnnkt- 
involntion GG^.HH^. Diese mufs nach unserm Satze"''''' 
eine resultierende der diagonalen Involution sein. Da nun 
G und B zwei homologe Punkte der diagonalen Involution 
sind^'ä*^, 80 müssen auch''**'' G^^ und H^ zwei homologe 
Punkte der diagonalen Involution sein : 

2. Die Strahlen E(C^) und E{y^), die den Strahlen 
E{(r) und E(H) in der Hanptinvolution E- homolog 
sind, schneiden die Diagonale w in zwei homologen 
Punkten G, nnd H^ der diagonalen Involution; 

oder 

3. Die Hanptstrahleninvolution von E schneidet die 
Diagonale in einer komponierenden ö G^ . HR^ der 
diagonalen Involution GH.G^H^. 



§ 14. Konjugierte Projektivitäten. 
" 171. Zwei Kurven in doppelter Berührung. Ist uns 
in einer Kurve k- die krumme Projektivität -S A B . , . /\ S, A, Bj . .. 
gegeben, so ist durch sie die Projektionsaehse p als Paeeal- 
sche Gerade des Kurvensechseeks S A, B S, ABj(™) und das 
Projektions Zentrum P als Brianehonsclier Punkt des zu- 
geordneten Kurvensechsseits sa^ßs^aß^'-''^^ bestimmt, also 
die Projektionsaehse als Verbindungslinie der 
Schnittpunkte (S AJ (S, A) und {B S^) (B^ S), 

das Projektionszentrum als Schnittpunkt der Ver- 
bindungslinien (sa,) (s, a) und {ßs^) ißj s). 
Daraus ergiebt siehl**"-^": 

1. Die Projektionsaehse ist die J^lare des Projektions- 
zentrums ; 

oder auch: 

2. Die Pasealsche Gerade eines Kurvensechseeks ist 
die Polare des Brianchonsehen Punktes des zugeord- 
neten Seehsseits. — 

Den Schnittpunkt von S A^ und S^ A, der in der Pro- 
jektionsaehse }> liegt'''^', wollen wir durch X; den Punkt, in 
dem sich die Verbindungslinien homologer Punkte 5 S^ und 
A A^ schneiden, durch Y und den dritten Diagonalpunkt des 
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Kurvenviereeks S S A A, durch Z beKeiehnen. Halten wir 
die Pnnkte 5 nnd S^ fest und lassen X sieh in p bewegen, 
so beschreibt die Diag«ri<illime v^= Y2, weil sie die Polare 
von X i8t<^"'', einen zu X projektiven StrahlenbUsehel*^""* 
und der Punkt Y", in dem A A, die feste Gerade S S^ 
schneidet, eine zu X projektive Ponktreihe. 

Gehen wir nicht von den Punkten S und S^, sondern 
von irgend zwei andern festen homologen Punkten L und 
X, der gegebenen krammen Projekti\ität aus, so dafs sieh 
jf/Aj und Xj A in einem Punkte X^ von p sehneiden*"', so 
besehreibt die Diagonallinie J', Z^ des Kurvenviereeks 
L L^ A A^ einen zu _V, proj'ektiven Strahlenbiischel und der 
Punkt Yj, in dem A Aj die feste Gerade X i, schneidet, be- 
sehreibt eine zu X^ projektiv e Punktreihe. Wir haben also: 

1- A X^ K A 1A| '^' Ä ■% lAi A A' Ä i'. 
Die Verbindungslinie 1' 1',. Jas ist die Gerade A A,, be- 
sehreibt daher einen krnmmen Strahlenbiischel (i\^^'''- — ■ 

Es läfst sieh ferner zeigen, dafs die Gerade .<', welche 
nach der Konstruktion die Polare des Punktes X fllr die 
Kurve k- ist, auch fllr den krummen Strahlenbüschel /i,^ die 
Polare des Punktes A" ist. — Weil x von A' durch die 
Gegenseiten SSj und AA, des Vierecks SS, AA^ harmonisch 
getrennt ief**"', so iat YiX) eine der Gerade m für /(,^ kon- 
jugierte Gerade'*^«*. Schneidet X^ {X) die Kurve zum zweiten 
Male in B, so sehneidet X{X) die Kurve zum zweiten Male 
im homologen Punkte B/^^'. Von dem Kurvenviereek X X^ B B^ 
ist X der eine Diagonalpunkt; bezeichnen wir die beiden 
andern durch Y^ und Z^, so fallen'^^' Y^ und Z^ in die 
Polare x des Punktes X für k^; der Gerade w ist daheri*^'' 
auch y„{X) für f[,ä konjugiert. FoIglichC^'» ist X der Pol 
von X für n^^. Da demnach die Polaren x der Punkte -X 
von p fUr A^ und ^,^ zusammenfallen, so haben k^ und n^^ 
die konjugierte Pnnktinvolution von p und die konjugierte 
Strahleninvolution von P gemeinsam. 



3. Die Geraden, weiche die. 
IwmologenPankte einerknimmen 
Prcfjektivität von k* verbinden, 
bilden einen krummen Strahlen- 
büschel fi^K Die krumme Piinkt- 



3. Die Punkte, in denen sich 
die homologen Tangenten einer 
krummen Projektwität von k* 
schneiden, bilden eine krumme 
Punktreihe nJ. Die beiden 
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reilie k^ imd der krumme 
StraJdenbüsehel j.i^'' haben die 
konjugierten InvoluUonen der 
Projektionsaehse und des Pro- 



krummen Punktreihen k* imd 
iij* hab&n die konjugierten In- 
volutionen des ProjektioHS- 
zentrums und der Projektions- 
achse gemdmam. — 
Schneidet die Verbindungslinie der homologen Punkte 
5 und Sj die Projektionsachse p in E, m geht die Polare 
von E fllr k^ nach unserm ersten Satze durch das Projektious- 
zentrum P und'**«! den Punkt E^, welcher von E durch S 
und Sj harmonisch getrennt ist. Diese Verbindungslinie 
PEj ist auch die Polare von E fttr die Kurve fi^^, und da 
sie durch den Pol von SS^, das ist**''^ durch den Berührungs- 
punkt von S Sj , geht, so ist E^ der Berührungspunkt von 5 S^ : 



4. Die Punkte, leelc/te von 
der Prc^ekUomacJtse durch die 
homologen Punkte der Pro- 
jektivität harmonisch getrennt 
sind, bilden die krumme Punkt- 
reilie m,^. — 



4. -Die StroÄlen, welche von 
dem PrcjekHonszentrum durch 
die Jiomologen Tangenten der 
Projekdvitätharmomschgeirennt 
sind, bilden einen krummen 
Strahlenbüschel v,^. — 



Da der Schnittpunkt homologer Tangenten s und s, der 
Pol der Verbindungslinie homologer Punkte S und S^ ist"" ^i', 
80 gehen die Kurven /.i,- und n,^ (m^'^ und c^-) durch Polari- 
sation vermittelst der Kurve A-*^' ^' auseinander hervor. 
A Amjierkung. Hat die konjugierte Involution von p 

Ordnungspnnkte und folglichi^äj ^ie konjugierte Involution 
von P Ordnungsstrahlen, so haben B und /i^^ zwei Punkte 
und ihre Tangenten gemeinsam!*''!. Von zwei Kuiren, die 
einen Punkt und seine Tangente gemeinsam haben, sagt 
man, dafs sie sich berühren. P und /.i^^ (mj^) sind also zwei 
Kun'en in doppelter Berührung. 

ra 172. Büschel von Kurven in doppelter Berührung:. 

Weisen wir dem Punkte 5 von k^ nicht den Punkt >S\, 
sondern irgend einen andern Punkt S^ von k^ als homologen 
zu, so können wir eine Projektivität konstruieren, für die p 
ebenfalls die Projektionsaehse ist. Wir haben nur einem 
beliebigen Punkte A den Punkt A^ zuzuordnen, den wir er- 
halten, wenn wir den Schnittpunkt von S^ A und p ans S 
auf die Kurve projizieren. Die Verbindungslinien der homo- 
logen Punkte A und A^ bilden einen krummen Strahlen- 
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büsehel ,(f»-, der ebenfalls mit k^ die konjugierte Involution 
von p und P gemeinsam hat. Jedem weitern Punkte S^ 
entspricht ein neuer Strahlenbüseliel jf/g'. 

1. Die Gesamtheit dieser krummen Büschel fi^ nennt 
man einen Büschel von Kurven in doppelter Berührung. 

2. Ordnet man dem Punkte S den Punkt S' zu, der 
mit S und P in einer Gerade liegt, so geht die Ver- 
bindungslinie homologer Punkte A und A' durch P("i> 
uad ans der Projektivität wird eine Involution; der 
krumme BUsehel f.i'^ zerfällt in den geraden Büschel P. 

3. Ordnet man dem Punkte S den Punkt S seibat 
zu, so fällt auch jeder andre Punkt A mit seinem 
homologen zusammen; die Kurve n^ ist der Tangenten- 
büschel von it-'. — Die Kurve A^, von der wir aus- 
gingen, ist also als eine Kurve des Büschels zu zählen. 

173. Büschel von Ppojektivitäten. Ist uns in F w 
eine krumme Projektivität gegeben, so können wirl"-*, in- 
dem wir den Punkt 5, auf ^* sich bewegen lassen, für jede 
Lage des Punktes S^ eine krumme Projektivität konstruieren, 
die mit der gegebenen die Projektionsachse (nnd das Pro- 
jektionszentmm) gemeinsam hat. 

1. Den Inbegriff der krummen Projektivitäten, die 
die Projektionsaehse gemeinsam haben, wollen wir 
einen Büschel von Projeküvitäten nennen. — Unter den 
Projektivitäten eines Büschels befindet sieh eine In- 
volution""-''. 

Um nun unsere Betrachtungen auf beliebige Projektivi- 
täten übertragen zu können, müssen wir sie von dem Be- 
griffe der Projektionsachse befreien. Daj;u gelangen wir 
auf folgendem Wege. 

Jedes Element einer Projektivität ist, weil es zum ersten 
oder zweiten der die Projektivität erzengenden Grimdgebilde 
gerechnet werden kann, als ein zweifaches aufzufassen. 
Einem beliebigen Elemente A (Fig. 109} entspricht daher, 
wenn wir es zum ersten Grnndgebilde rechnen, ein Element 
A^ und, wenn wir es zum zweiten Grnndgebilde rechnen, 
ein von A, verschiedenes Element A^; entspricht anfserdem 
noch dem beliebigen Elemente B als Element des ersten 
Grundgebildes das Element B^, so ist die Projektivität 
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doreh ABAg/^AiB^A bestimmt "^ä^'. Nehmen wir an, dafs 
unsere Projektivität eine krrnnme Panktprojektivität ist, so 
ergiebt sich die Pro- 
.jektionsachseC^' aus dem 
Schema : 




AB, A.,A, BA. 

Zeichnen wir mm den 
von A durch A^ und A^ 

harmonisch getrennten 
Fnnkt A, 30 gehen die 
Tangenten von A und A 
durch den Pimkt'''>'\ in 
dem die Projektionsa«lise 
von A, Ag geschnitten wird, 
Pig7 [(,9 Die Verbindungslinie A /{ 

geht daher als Polare 

dieses Schnittpunktes l^^^^) durch den Pol P von p, das 

Projektionszentruml '''''. Daher'^^l ; 

2. Zeichnen wir zu jedem Elemente A einer Pro- 
jektivität das von ihm durch A^ und A^ harmonisch 
getrennte Element A, so sind A und A Elementenpaare 
einer Involution. Diese Involution soll die der Pro- 
jektivität harmomsch zugeordnete Involution heifsen. Das 
Element -4 wollen wir kurz das dem Elemente A har- 
monisch zugeordnete nennen. 

3. Definition: Der Inbegriff der Projektivitäten, die 
die harmonisch zugeordnete Involution gemeinsam haben, 
heilst ein Büschel von Projektivitäten. — 

Zum Punkte A (Fig. 109) ünden wir den homologen 
Punkt yl, der Projektivität, indem wir den Punkt, in dem 
A^ A die Projektionaachse sehneidet, mit A verbinden und 
den zweiten Schnittpunkt dieser Verbindungslinie mit der 
Kurve bestimmenCä). Da Aj A^ durch P geht'"i!, so haben wir : 

4. Sind A und A^ zwei homdoge Eletnente einer Pro- 
jektioität und A und A, die Urnen harmmdsch zugeordneten, 
w ist in der Projektivität dem Elemente A das Element 
Aj homolog. — 

Mit Hülfe dieses Satzes läfst sieh beweisen: 



y Google 



§ 14. Konjugierte ProjektiTitäten, Nr. 174. 201 

ö. Eine Projektimtät ist bestimmt^ wenn ein Eleinentm- 
paar A A^ und die harmonisch umgeordnete Involution ge- 
geben ist. 

Konatmldion der Projektmtät : Da die harmoDisch zu- 
geordnete Involution gegeben ist, so sind die den Elementen 
A und Aj harraoniseli zugeordneten Elemente A und -4, 
bekannt; sie bilden, wie wir eben gesehen haben, ein zweites 
Elenientenpaar der Frojektivität. Konstruieren wir noch das 
Yon A, durch A nnd A harmonisch getrennte Element A^, 
so ist diesem das Element A homolog, so dafs die Pro- 
jektivität bestimmt ist durch A ^ A^ 7\ A^ ^j A. — 

6. Wir erhalten sämtliche Projektiv! täten eines 
Büschels, wenn wir einem festen Elemente A der Keihe 
nach sämtliche Elemente Aj zuordnen. Fällt A, in das 
Element A, welches dem Elemente A in der harmonisch 
zugeordneten Involution homolog ist, so fallt die Pro- 
jektivität mit der harmonisch zugeordneten Involution 



174. Konjugierte Projekt! vi täten. 



1. Definition: Projizieren 
wir die Kur\"enpunkte A ans 
irgend zwei festen Kurven- 
punkten S und Sj, so er- 
halten wir in S und ä^ zwei 
projektive'*"' Strahlenbttsehel, 
die jede Grerade p in einer 
Projektivität schneiden. Diese 
gerade Pnnktprojcktivität von 
p soll der Kurve konjugiert 
heifsen. — 

Durch die Gerade p als Projektionsachse ist in der 
Kurve ein Büschel von krummen Projektiv! täten bestimmt" '^ii; 
jeder krummen Projektivität des Büschels ist eine gerade 
Projektivität in der Achse zugeordnet '">>, die wir erhalten, 
indem wir die Knrvenpunkte ans irgend zwei homologen 
Punkten der fcrommen Projektivität auf die Achse projizieren; 
die den krummen Projektititäten des Büschels zugeordneten 
geraden Projektivitäten der Achse sind also der Kurve kon- 
jugiert: 



1. Definition : Sehneiden 
wir die Kurventangenten a 
dorch irgend zwei feste Tan- 
genten s und s,, so erhalten 
wir in s und s^ zwei pro- 
jektive Punktreihen, die ans 
jedem Punkte P durch eine 
Projektivität projiziert werden. 
Diese gerade Strahlenprojek- 
tivität von P soll der Kun^e 
heifsen. — 
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2. Die der Knrve konju- 
gierten Punktprojektivitäten 
einer Gerade bilden einen 
Büschel. — 



2. Die der Kurve konju- 
gierten Strahleuprojektivitä- 
ten eines Punktes bilden 
einen BUsehel. — 



Da unter den krummen Projektivitäten des Büschels 
eine Involution i8t('''^'l, so ist auch unter den geraden Pro- 
jektivitäten der Achse eine Involution; es ist dieselbe, die 
wir bereits früher die der Kurve konjugierte Involution von 
p genannt haben'*'»'; 



3. Die einer konjugierten 
Strahlenprojektivität harmo- 
nisch zugeordnete Involution 
ist die konjugierte Strahlen- 
Involution des Punktes. 

4. Sind «und a^ zwei 
homologe Strahlen einer kon- 
jugierten Projektivität, so 
sind auch die a und «, kon- 
jugierten Strahlen einander 
homolog in der Projektivität. 



. Die einer konjugierten 
Ponktprojektivitäthamionisch 
zugeordnete In^-oiution ist die 
konjugierte Punbtinvolution 
der Gerade. 

4. Sind A und A^^ zwei 
homologe Punkte einer kon- 
jugierten Projektivität, so 
sind auch die A und A^ kon- 
jugierten Punkte einander 
homolog in der Projektivi- 
tät "'H 

5. Ist uns eine konjugierte Projektivität gegehen, 
so können wir aus ihr die konjugierte Involution 
zeichnen''"''. 

6. Durch die konjugierte Involution und ein Elemen- 
tenpaar ist eine konjugierte Projektivität bestimmt <'^^''. 

::. 175. Perspektive Lag-e zugeordneter Projektivitäten. 
Einer krummen Projektivität ist in der Projektionsachse p 
eine gerade Pimktprojektivität und in dem Projektions- 
zentrum P eine gerade Strahlenprojektivität zugeordnet"". 
Wir wollen zeigen, dafs diese beiden geraden Projektivitäten 
perspektiv Hegen. 

Sind A und A^ (Fig. 110) zwei beliebige homologe Punkte 
der krummen Projektivität und S ein beliebiger Knrven- 
puakt, so liefern uns S(A) und S(AJ in der Projektions- 
achse p die homologen Punkte A und A^(">\ Es ist zu 
beweisen, dafs P{Ä) und P{Aj^) zwei homologe Strahlen 
der Projektivität von P sind. Ist B der dem Punkte A 
konjugierte'"^'' Punkt von p, so dafs B der Pol von P{A] 
ist, so ist ß S die Polare des Punktes E, in dem die 
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Tangente in S ^ 
Knire in einen 
zweiten 



in PA geschnitten wird, nnd sehneidet die 
Punkte B, der der BerUhrangspuakt der 
die Kurve gezogenen Tangente ß 




i8ti86K,). ^[q Verbiiidongsiinie AB geht durch pf^^»* 

nun 5, der dem Punkte ^, konjugierte Punkt, 

dem Punkte B in der Projektlvität homolog'"* 

sehneidet daher die Kurve 

in dem Punkte Bj, der 

in der krummen Pro- 

jektivität dem Punkte B 

homolog ist. Die Tan- 
genten ß nnd ßj^ sehneiden 

daher die Tangente s in 

zwei Punkten £ und E^, 

die ausPdnrch homologe 

Strahlen der Projek- 

tivität von P projiziert 

werden '"'>. Weil aher 

E^ der Pol von S (B^) 

istl8iZi)j so liegt £, in 

der Polare von 5, ; diese 

Polare ist aber PA,(^'\ 

Die homologen Strahlen PtE) imd P{E^) der Projektlvität 

von P gehen also durch A und A^: 

Die geraden Projektwitälen, welche einer krummen 
Projektivität in derPr<^ektiansachse und in dem i 
sentntm zugeordnet md'"), Ueg&n perspektiv. 
Anmerkung. Von diesem Satze ist Nr. 92^ ein beson- a 

derer Fall. 

176.* Zirkulare Projektivitäten. i; 

1. Definition: Eine PunktprojektivitUt der uneigent- 
lichen Gerade, der die zirkuläre Punktinvolutionf"^'' 
harmonisch zugeordnet ist, soll eine zirkuläre Punkt- 
projektivität heifsen; eine Strahlenprojektivität , die 
perspektiv zu einer zirkulären Pnnktprojektivität liegt, 
Boll eine zirkuläre Strahlenprojektivität heifsen. 

2. Jede Kurve, der eine zirkuläre Pnnktprojektivität 
konjugiert ist, ist ein KreisC'*''. — 

Eine zirkuläre Punktprojektivität ist bestimmt durch 
zwei homologe Punkte A und A, ''''*>'. Projizieren wir diese 
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aus einem beliebigen Punkte S durch die Strahlen a und 
«j, so schneiden die in 5 auf a and «j errichteten Lote a 
und a^ die uneip:entliehe Gerade in den Punkten Ä und A^^, 
die den Punkten A und A, in der zirkulären Punktinvolution 
homolog sind'"^" und daher*'"'' ein zweites Piinktpaar der 
Projektivität bilden, Sehliefalich schneidet der von «^ durch 
a und a harmonisch getrennte Strahl a^ die uneigentliche 
Gerade in einem Punkte A^, dem der Punkt A homolog ist, so 
dafs die Punktprojektivität bestimmt ist durch A 4 Aj7\Ai^,A. 
Gleichzeitig haben wir die zirkuläre Strahlen projektivität 
ß a «j /\ "i "i " erhalten. In dieser ist Winkel aa^ = a a^, 
weil die Sehenkel aufeinander senkrecht stehen. Da 
aa .a^a^ ein harmonischer Wurf ist und a senkrecht anf 
a steht, so ist ^ « «^ ^^agOt'^^*: 

3. Die StraJden einer zirkulären Straldenprojelcüvität 
bUdea mit ihren liomdogen gldclie Winkel — oder 

Zwei Strahlenbüscltel, die eine zirkuläre Projektivität 
erzeugen^ sind einander kongruent. 
Daraus ergiebt sich weiter: 

4. Zwei Winkel sind gleich, wenn ihre Sc/wnkel die 
imeigmüiehe Gm-ade in zioei Paar homologen Punkten 
einer zh-krilaren Punktprojektivität schneiden. 

Dies ist in anderer Form der planimetrisehe Satz über 
die Gleichheit der Peripheriewinkel. 

Da die konjugierte Involution eines Brennpunktes zir- 
kulär istC^^'', so ergiebt sich: 

5. Die konjagierten Strahlenprojektivitsiten eines 
Brennpunktes sind zirkulär. 

Aas diesem Satze ergiebt sieh*'"*"' eine Folgerung, die 
in der Geometrie des Mafses so ausgesprochen wird: 

6. Die Strecke, welche von zwei festen Tangenten 
auf einer bewegliehen Tangente begrennt wird, er- 
scheint im Brennpunkt unter einem konstanten Winkel. 



§ lü. KoUiiiOJire und reziproke Verwandtschaft. 

V 177. Kollineape Verwandtschaft. Der Inbegriff der 
Punkte und Geraden einer Ebene heifst ein ebenes System 
oder Felil. ^''ie wir bisher die Punkte zweier Geraden oder 
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die Strahlen zweier Punkte aufeinander bezogen haben, so 
lassen sieh aoch, wie wir jetzt zeigen wollen, die Punkte 
und Geraden zweier ebenen Felder g und u, aufeinander 
beziehen. Hier bieten sich zwei Wege dar: Wir können 
jedem Punkte des ebenen Feldes a einen Punkt des ebenen 
Feldes a^ und jeder Gerade von a eine Gerade von a^ zu- 
ordnen; wir können aber aaeh jedem Punkte von a eine 
Gerade von a^ und jeder Gerade von er einen Pnnkt von a^ 
zuordnen. Danach unterscheiden wir zwei Verwandtschaften, 
die die hollineare und die restproke genannt werden. Wir 
betrachten zunächst die kollineare Verwandtschaft zweier 
ebenen Felder, die wir so definieren: 

1. Definition: Zwei ebene Felder a und », heißen 
koUinear, wenn jeder Gerade e von a eine Gerade e, von 
ffj zugeordnet ist und jedem in e liegenden Punkte F ein 
in e^ liegender Punkt P,. 

Wir können zeigen, dafs durch unsere Definition vier 
harmonischen Punkten (Strahlen) der einen Ebene vier 
harmonische Punkte (Strahlen) der andern zugewiesen 
sind. Sind PQ.W W vier harmouisehe Punkte von a, die 
in der Gerade ( liegen, so entsprechen ihnen nach der 
Definition vier Punkte P^ Q^ . W^ W\, die in einer Gerade t, 
liegen. Konstruieren wir nun in a ein Viereck Ä A B r("l, 
von dem P und Q zwei Diagonalpunkte sind, während ff'' 
und W auf den Gegenseiten des dritten Diagonalpuuktes R 
liegen, so entspricht diesem nach der Definition ein Viereck 
ÄjA^B^fj, von dem P^ und Q^ zwei Diagonalpunkte sind, 
während W^ und W\ auf den Gegenseiten des dritten 
Diagonalpunktes liegen, da z. B, den beiden Gegenseiten, 
die sich in P sehneiden, zwei Geraden entsprechen mOssen, 
die sich in P^^ sehneiden. Es bilden also auch P^ Q^ . W^ W\ 
einen harmonischen Wurf Darans folgt, dafs auch vier 
harmonischen Strahlen des einen Feldes vier Strahlen des 
andern homolog sind, die ebenfalls einen harmonischen Wurf 
bilden. Aus Nr. 164,, ergiebt sich demnach, dafs die homo- 
logen geraden Giundgebilde zweier kollinearen Felder pro- 
jektiv sind. 

Auch zwei homologe krumme Grundgebilde sind pro- 
jektiv; denn den Punkten einer Kurve k" z. B., die durch 
die beiden projektiven Strahlenbtlschel S und S' einengt wird, 



y Google 



206 II- Das Polarfeld. 

sind die Schoittpunkte zweier projektiven Ötrahleubttschel S^ 
und S\ homolog. Wir haben daher: 

2. Homologe einförmige Grundgehüde zweien- koUinearen 
Felder sind projektiv. 

•s 178, Konstpuktion zweier koUinearen Felder. 

1, Aufgabe: Zwei ebene Felder kollinear auf- 
einander /.u beziehen. 
Es bieten sich zwei Wege dar: 



Wir wählen in dem ebenen 
Felde a zwei beliebige Ge- 
raden a nnd a und in (7^ zwei 
beliebige Geraden a^ und «^ 
und ordnen der Gerade « die 
Gerade u^ und der Gerade a 
die Gerade a, zu. Dem 
Schnittpunkte P von a und « 
mafs der Punkt entsprechen, 
der sowohl in «^ als in a^ 
liegt, also der Schnittpankt 
P^ von a, und k,. Nun be- 
ziehen wir die Punktreihe a 
projektiyi^" so auf a^, dafs 
dem Punkte F der Punkt P^ 
und aufserdem zwei belie- 
bigen Punkten A und A von 
a zwei beliebige Punkte Ä^ 
nnd Aj von a^ entsprechen. 
Ebenso beziehen wir die 
Puüktreilien « nnd a^ pro- 
jektiv so aufeinander, dafs 
dem Punkte P der Punkt F^ 
und aufserdem zwei belie- 
bigen Punkten B und T von 
a zwei beliebige Punkte B^ 
und fj von «, entsprechen. 

Damit ist jedem Punkte 
von a und a ein bestimmter 
Punkt von a^ und a^ zuge- 
wiesen nnd wir können nun 
weiter festsetzen, dafs einer 



Wir wählen in dem ebenen 
Felde a zwei beliebige Punkte 
A und A und in o^ zwei be- 
liebige Punkte A^ and A^ und 
ordnen dem Punkte A den 
Punkt ^äj und dem Punkte A 
den Punkt A^ zu. Der Ver- 
bindungslinie p von A und A 
mufs die Gerade entsprechen, 
die sowohl durch A^ als durch 
A| geht, d.h. die Verbindungs- 
linie p, von A^ und A^. Nun 
beziehen wir den Strahlen- 
büschel A projektiv so auf 
den StraMenbüsehel A^, dafs 
dem Strahle p der Strahl p^ 
und aufserdem zwei belie- 
bigen Strahlen d und « von 
A zwei beliebige Strahlen d, 
und ßj von -4^ entapreehen. 
Ebenso beziehen wir die Strah- 
lenbüschel A und Aj so aufein- 
ander, dafs dem Strahle p der 
Strahl p, und aufserdem zwei 
Strahlen ß und y 
A zwei beliebige Strahlen 
ß^ und y^ von A, entsprechen. 

Damit ist jedem Strahle 
von A und A ein bestimmter 
Strahl von A^ und Aj zuge- 
wiesen und wir können nun 
weiter festsetzen, dafs einem 
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beliebigen Gerade ö von a, 
die a und « in £^ nnd E 
Bchneidet, die Gerade e^ von 
a zugeordnet sein soll, die 
die zugeordneten Punkte £, 
und E, von a, und «, mit- 
einander verbindet. 

Lassen wir den StrjiM e um 
einen beliebigen Pnnkt F sich 
drehen, so beBchreiben E und 
E zwei projektive Punktreihen 
nnd folglich auch ^j and E,, 
nnd zwar liegen die Punkt- 
reihen -Ej and E, perspektiv, 
weil -Ej und E, gleichzeitig 
in Pj fallen, nämlich dann, 
wenn der Strahl e durch F 
geht. Die Verbindungslinie 
e. von F^ and E^ dreht sich 
daher um einen Punkt /*',w 
und dieser soll dem Punkte 
F zugeordnet werden. 

Damit haben wir jeder Ge- 
rade e von a eine Gerade «, 
von ff^ und jedem Punkte F 
von a einen Punkt F^ von a^ 
zugewiesen and zwar derart, 
dafs jedem in e liegenden 
Punkte F ein in e, liegender 
Punkt -F, entspricht. 

Da die Schnittpunkte P^aa nnd P^^a^a^, wie wir 
sahen, einander zugewiesen werden mulsten, so ist die 
projektive Beziehung von a und a, dadurch bestimmt, dafs 
wir zwei beliebigen Punkten Ä imd T von a zwei be- 
liebige Punkte A, und r, von <f, zuwiesen; ebenso ist die 
projektive Beziehung von a und «j dadurch bestimmt, dafs 
wir zwei beliebigen Punkten B und T von a zwei be- 
liebige Punkte B, und r, von a^ zuwiesen. Da nun mit 
den Punkten A A mid A, A, auch die Geraden a und o, und 
mit B r und B, r^ auch die Geraden « und «^ gegeben 



beliebigen Punkte E von a, 
der aus A und A durch die 
Strahlen e und s projiziert 
wird, der Punkt E^ von ffj zu- 
geordnet sein soll, in dem sieh 
die zugeordneten Strahlen e, 
unde, von.^, nnd Anschneiden. 

Lassen wir den Punkt E 
m einer beliebigen durch ihn 
gehenden Gerade / sieh be- 
wegen, so besehreiben e und 
£ zwei projektive Strahlen- 
blisehel und folglich auch e^ 
und e^, und zwar liegen die 
Strahlenbttschel e^ und e^ per- 
spektiv, weil e^ and e^ gleich- 
zeitig in Pj fallen, nämlich 
dann, wenn der Punkt E in 
;. tällt. Der Schnittponkt E^ 
von e, und e^ bewegt sich 
daher in einer Gerade t\ und 
diese soll der Gerade / zuge- 
ordnet werden. 

Damit haben wir jedem 
Punkte £ von a einen Punkt 
Ej von <Tj und jeder Gerade 
/ von (7 eine Gerade f\ von 
ffj zugewiesen und zwar der- 
art, dafs jeder durch E gehen- 
den Gerade / eine durch Ej^ 
gehende Gerade f^ entspricht. 
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sind, 80 Sinei die StUeke, die wir wilikiiriich annehmen 
können, die vier Punkte A A B f von o und die vier Punkte 
A, A, ßj r, von ff^. 

2. Die koUineare Verwandt- 2. Die kollineare V&^andl- 

schaft zweier ebenen Fehler ist schaft zwäer ebenen Felder ist 
bestimmt, wenn den Ecken eines bestimmt, wenn den Seiten eines 
Vierecks von a die Ecken eines Vierseits von a die Seiten eines 
Vierecks von ffj ::ugewiesen Vierseits von Oj zugewiesen 
w^den. werden. 

9 179. Reziproke Verwandtschaft. Wichtiger als die 
kollineare Yei^wandtscbaft iat für nns die reziproke. 

1. Definition: Zwei ebene Felder a und a^ hei/sen 
reziprok, wenn jeder Gerade e von a ein Punkt E^ von 
ff, und jedem in e liegenden Punkte F eine durch E^ 
gehende Gerade /j entspricht. 

Auch'"'* hier entsprechen vier harmonischen Punkten 
PQ.WW (vier harmonischen Strahlen p q .ww') von 
ff vier harmonisehe Strahlen p, g^ . w^ w\ (vier harmonische 
Punkte P^Q,. W^ W\) von <t,. Denn dem Viereck AABT 
von ff, von welchem P und Q zwei Diagonalpunkte sind, 
während W und W auf den Gegenseiten des dritten 
Diagonalponldes liegen, entspricht nach der Definition in ff, 
ein Vierseit dj^^i^^j',, von dem p, nnd q^ zwei Diagonal- 
linien sind, während w^ und ip\ durch die Gegenecken der 
dritten Diagonallinie gehen. Daraus ergiebt sieh dann*'**«' der 

2. Lehrsatz: Homologe einförmige Gnmdgebtlde zweier 
reziproken Felder sind projektiv. 

<i) 180. Konstniktlon zweier rezippoken ebenen Felder. 

1. Aufg'abe: Zwei ebene Felder reziprok aufeinander 
zu he/.iehen. 

Wir wählen in der Ehene a zwei beliebige Geraden a 
und ß und in der Ehene Uj zwei beliebige Punkte A^ und A^ 
und ordnen der Gerade a den Punkt Ä^ und der Gerade « 
den Punkt A, zu. Dem Schnittpunkte P von o und a mufs 
die Gerade entsprechen, die sowohl durch Ä^ als durch A, 
geht, d. h. die Verbindungslinie f, von A^ mid Aj. Sun 
beziehen wir die Punktreihe n projektiv so auf den Strahten- 
bUsehel -^Ij, dafs dem Punkt P der Strahl /»^ und aufser- 
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dem zwei beliebigen Punktea A uad A von a zwei be- 
liebige Strahlen d^ ond a^ von Ä^ entspteeben. Ebenso 
beziehen wir die Punktreihe a ond den Strahlenbttschel A^ 
projektiv ao aufeinander, dafs dem Punkte P der Strahl p^ 
und aufserdem zwei beliebigen Punkten B and r von « zwei 
beliebige Strahlen ß^ und y, von A^^ entsprechen. 

Damit ist jedem Pnnkte von a und a ein bestimmter 
Strahl von A^^ und A, zugewiesen, und wir können nun 
weiter festsetzen, dafs einer beliebigen Gerade e von ß, die 
a und a iR E und E sehneidet, der Punkt E^ von a^ zu- 
geordnet sein soll, in dem sich die zugeordneten Strahlen 
e, und «^ von A^ und A, schneiden. 

Lassen wir den Strahl e nm den Punkt F sieh drehen, 
so beschreiben E und E zwei projektive Punktreihen und 
tolglich e^ und e, zwei projektive StrahlenbUsehel, und zwar 
liegen die StrahlenbUsehel e^ und e^ perspektiv, weil e, und e^ 
gleichzeitig in p, fallen, nämlich dann, wenn der Strahl e 
durch P geht. Der Schnittpunkt E, von e^ und e^ bewegt 
sieh daher in einer Gerade f^, und diese soll dem Punkte F 
zugeordnet werden. 

Damit haben wir jeder Gerade e von a einen Punkt E^ 
von (7j und jedem Punkte F von o eine Gerade /, von a^ 
zugewiesen und zwar derart, dafs jedem in e liegenden 
Punkte F eine durch £^ gehende Gerade f, entspricht. 

Da der Schnittpunkt P=aa und die Verbindungslinie 
Pj^j4jA,, wie wir sahen, einander zugewiesen werden 
mufsten, so ist die projektive Beziehung der Punktreihe a 
und des Strahlenbüschels Ä^ dadurch bestimmt, dafs wir zwei 
beliebigen Punkten A und A von a zwei beliebige Strahlen 
3^ und «j von A^ zuweisen; ebenso ist die projektive Be- 
ziehung von tt und A^ dadurch bestimmt, dafs wir zwei be- 
liebigen Punkten B und r von a zwei beliebige Strahlen ßi 
und y^^ von A^ zuweisen. Da nun mit den Punkten A A B T 
die Geraden a und « und mit den Strahlen Ö^ a^ ß^ y^ die 
Punkte A^ und A^ gegeben sind, so sind die Stücke, die 
wir willkürlich annehmen können, die vier Punkte AABf 
und die vier Strahlen ö^a^ß^y^. Daher: 

2. Die reziproke Verwandlsckaß zweier ebenen Felder 
ist bestimmt, wenn den Ecken eines Vierecks von a die 
Seiien eines Vierseits von a^ zugewiesen werden. 

BIgar, Bli*Be Oatmetria du Lage. 14 
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ii 181. Kennzeichen des zweifachen Entsprechens. 

Wir künnen auch die Punkte und Geraden einer und der- 
selben Ebene a reziprok aufeinander beziehen, indem wir 
den Ecken des Vierecks Ä A B f von a die Seiten des Vier- 
seits ö, a^ ß^ yj von a zuordnen. Wir wollen, da wir dann 
jeden Punkt als einen zweifachen und jede Gerade als eine 
zweifache anzusehen haben, jedes Element mit zwei Buch- 
staben bezeichnen, um anzudeuten, ob wir es zum ersten 
oder zweiten Felde rechnen wollen. Einem Punkte A (SJ 
z, B. entsprechen dann zwei Geraden a^ und b, die im all- 
gemeinen nicht zusammenfallen werden; es ist aber gerade 
dieser Fall filr uns von Interesse, der Fall also, dafs dem 
Punkte A(B^j die Gerade «j (^-j entspricht oder, wie wir 
uns ausdrücken wollen, dafs dem Punkte A die Gerade b 
zwäfach entspricht (vgl 38). Es läfst sieh nun der Satz 



In zwei reziproken ebenen Feldern enUprechen je zwei 

zugeordnete Elemente einander zwei/ach, wenn die Ecken 

eines Dmeeis ihren Gegenseiten zweifach entsprechen. 

In dem Dreieck PQR (Fig. 111), dessen Ecken wir 

mit P, Q^ Ä, bezeichnen wollen, wenn wir sie zum zweiten 




Felde rechnen, entspreche dem Punkte P die Gegenseite 
QR=p^, dem Punkte Q die Gegenseite RP^^q^, dem 
Punkte R die Gegenseite PQ^r^. Nach der Voraus- 
setzung entspricht dann dem Punkte P^ (dem zam zweiten 
Felde gerechneten Punkte P) ebenfalls die Gerade p, die 
wir als Gerade des zweiten Feldes durch p^ bezeichnet 
haben, d, h. die Gerade p = (^^ üJ, ; ebenso entsprechen den 
Ecken Q, und R^ die Gegenseiten qiq^) and r(»'^). 
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Die Punktreihe /»i ist projektiv auf den Strahlenbttsehe! P 
bezogen l'"*'l und zwar ist dem Puokte Q, von p^ der Strahl 
q von P und dem Punkt J?, von />, der Stralil r von P 
zugeordnet. Da nun q durch R, und r durch Q^ geht, so 
sind die Puiiktreihe ;>, und der Strahlenbüsehel P in involu- 
toriseher Lage'"''); aus denselben Gründen ist auch die Punkt- 
reihe p und der Strahlenbüsehel P^ in iavolutorischer Lage. 

Ist nun 7>, irgend ein weiterer Punkt von p„ dem im 
ersten Felde der durch P gehende Strahl d entspreche, eo 
mufs dem Schnittpunkte £^ = dp^, weil die Punktreihe jo, 
nnd der Strahlenbüsehel P in involutoriseher Lage sind, der 
Strahl e^PIl^ entsprechen. Nennen wir nun den Punkt 
2?, als Punkt des ersten Feldes i*, so mufs der ihm zu- 
geordnete Strahl rfj, weil D in p nnd e liegt, die Ver- 
bindungslinie von Pj und E^ sein, d. h. d^ fällt mit d zu- 
sammen. Damit ist gezeigt, dafs jeder Ptinkt von ji, (p) 
seinem durch P (P^) gehenden zugeordneten Strahle zwei- 
fach entspricht. Da das, was wir von der Seite Q R und 
der gegenüberliegenden Ecke P gezeigt haben, anch von 
den beiden andern Seiten und ihren Gegenecken gilt, so 
wissen wir: 

Jedem Punkte, der in einer Seite des Dreiecks P Q R 
liegt, entspricht der zugeordnete Strahl zweifach. 

Jetzt können wir zeigen, dafs einer beliebigen Gerade 
fifi) der zugeordnete Punkt zweifach entspricht. Schneidet 
fOi) die Dreiecksseiten p und q in den Punkten A{A^) 
und,ß(Sj), so entsprechen diesen Punkten die zugeordneten 
Geraden «[ (d) und i, (b) zweifach. Weil nun die Gerade 
/(/i) durch ^(..4^) und B ißj) geht, so entspricht ihr nach 
der Definition der reziproken Verwandtschaft im zweiten 
Felde der Schnittpunkt P, der den Punkten A und ß zu- 
geordneten Geraden o, und h^, im ersten Felde der Schnitt- 
punkt der den Punkten A^ und £, zugeordneten Geraden a 
und b. Dieser zweite Schnittpunkt föUt aber mit t\ zu- 
sammen, weil a«, und bb^ zusammenfallen. 

182, Involutopische Lage zweier homologren Gpund- is 
gebilde. Wenn in zwei reziproken Feldern, die in einer 
und derselben Ebene liegen, je zwei zugeordnete Elemente 
einander zweifach entsprechen, so sagt man: Die beiden 
reziproken Felder sind in involutoriadieT Lage. 
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Dieser Ansdruck erklärt sieh aus dem folgenden: Wir 
haben bereits gesehenCsu, dafs die Punkte von p, (p) und 
die zugeordneten Strahlen ron P(P,) oder, wie wh- von 
jeiat an sehreiben wollen, die Punkte der Gerade p und 
die zugeordneten Strahlen von P in involutorischer Lage 
sind. Es sind aber auch die Punkte einer beliebigen Gerade 
e und die Strahlen des zugeordneten Punktes E in involu- 
torischer Lage. Ist nämlich A ein beliebiger Punkt von e 
nnd o der ihm zugeordnete durch E gehende Strahl, der e 
in B schneidet, so mufs nach der Definition der reziproken 
Verwandtschaft dem Pnnkte B, weil er der Schnittpunkt von 
a nnd e ist, die Verbindungslinie von E und A entsprechen. 
Die Punktreihe A von e nnd der zugeordnete Strahlenbüschel 
a von E sind also in involutorischer Lage. 

Lehrsatz: In zwd reziproken Feldern, die in involw- 
r Lage sind, liegt jede Punktrei/ie involutorisch su 
1 Strahlenbümhel. 



% 16. Das Polai-feld. 

13 183. Das Polarfeld. In zwei reziproken Feldern, die 

in involutorischer Lage sind, ist jedem Punkte E und jeder 
durch E gehenden Gerade / von a eine Gerade e und ein 
in ihr Hegender Punkt F derselben Ebene a zugewiesen'^^^'. 
Es liegt daher nahe, die beiden reziproken Felder als ein 
einziges Gebilde aufzufassen. 

1. Definition : Der Inbegriff zweier reziproken Felder in 
involutorischer Lage hei/st ein Polarfeld zweiter Ordnung. 

Um für zwei zugeordnete Elemente kürzere Bezeich- 
nungen zu haben, fügen wir die folgende Definition hinzu: 

2. Jeder Punkt heifst der Pol der ihm zugeordneten 
Gerade. - — Jede Gerade heifst die Polare des ihr zu- 
geordneten Punktes. 

Mit Hülfe dieser neuen Benennung läfst sieh der De- 
finition der reziproken Verwandtschaft die Form geben: 

3. Die Polaren der Punkte einer Gerade gehen 
durch einen Punkt, den Pol der Gerade. — Oder: 

4. Die Pole der Strahlen eines Punktes liegen in 
einer Gerade, der Polare des Punktes. 
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Der in Nr. 182 bewiesene Satz lautet jetzt; 

5. Die von den Punkten einer Gerade gebildete 
Punktreihe und der von ihren Polaren gebildete Strahlen- 
bllaehel sind in involntoriacher Lage. — Oder: 

6. Der von den Strahlen eines Punktee gebildete 
StrahlenbUscbel und die von ihren Polen gebildete 
Pnnktreihe sind in involutorischer Lage. 

184. Konjugriepte Elemente. Liegt Q in der Polare p ^^ 
von P, so liegt P in der Polare </ von Qli83,]_ ■\\rj[ können 
daher folgende Definitionen und Sätze aufstellen; 

1. Zwei Punkte heiTsen konjugiert, wenn der eine 
in der Polare des andern liegt. 

2. Zwei Strahlen heifsen konjugiert, wenn der eine 
durch den Pol des andern geht. 

3. Sind zwei Punkte einem dritten konjugiert, so 
ist ihre Verbindungslinie die Polare des dritten Punktes. 

4. Sind zwei Geraden einer dritten konjugiert, so 
ist ihr Schnittpunkt der Pol der dritten Gerade. 

Aus Nr. ISSj folgt dann: 

5. Je zwei konjugierte Punkte einer Gerade sind 
Punktpaare einer Involution. — Diese Involution heifst 
die dem Polarfeide konjugierte PunkünvoluHon der Gerade. 

6. Je zwei konjugierte Strahlen eines Punktes sind 
Strahleupaare einer Involution. — Diese Involution 
heilst die dem Polarfelde konjugierte Strahleninvolution 
des Punktes. 

7. Die konjugierte Punktinvolution einer Gerade 
liegt perspektiv zu der konjugierten Strahieninvolution 
ihres Pols. — 

Sind P und Q zwei konjugierte Punkte, so bilden, 
weiin wir den Pol der Verbindungslinie PQ = r, also'^^^'* 
den Schnittpunkt der Polaren p und q, mit R bezeichnen, 
die drei Punkte P Q Ä ein Dreieck, in dem jede Seite die 
Polare ihrer Gegenecke ist: 

8. Ein Dreieck, in dem jede Seite die Polare ihrer 
Gegenecke (oder, was dasselbe sagt, jede Ecke der 
Pol ihrer Gegenseite) ist, heifst ein Poldreieck. — 

9. Durch zwei konjugierte Punkte ist ein Poldreieck 
bestimmt. 
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z Zusatz. Früher haben wir die Begriffe Pol and Polare 

(§ 7) uncl den Begriff der konjngierteu Eleroente (§ 8) ver- 
mittelst einer Knrve definiert; wir werden erkennen*^'"'*, 
dafs unsere jetzige Definition die frtlhere als besondem Fall 
enthält. An dieser Stelle läfst sieh bereits zeigen, dafs die 
in Nr. 94 — 96 entwickelten Sätze anch für unsere jetzige 
Definition gelten. — Bewegt sieb ein Funkt A in der Gerade 
p, so dreht sieh seine Polare a am den Pol I' von ^"ässl 
und seimeidet jede Gerade in einer Punktreihe, die der von 
A beschriebenen projektiv ist. Zwei gerade Ponktreihen 
sind also projektiv aufeinander bezogen, wenn man den 
Punkten der einen die ihnen konjugierten der andern zu- 
weist. Da wir aus diesem Satze allein den Inhalt der 
Nrn. 94 — 96 entwickelt haben, so gilt dieser auch für die 
einem Polarfelde konjugierten Elemente. 

85 185. Das Poldt-eieck als Besttmmimg^stüek eines 
Polapfeldes. Saeh Nr. I8O3 erhalten wir zwei reziproke 
Felder, werm wir den Keken eines Vierecks die Seiten 
eines Vierscits zuweisen; sollen die beiden reziproken 
Felder involutorische Lage haben, so müssen nach Nr. 181 
die Ecken eines Dreiecks ihren Gegenseiten zweifach ent- 
sprechen. Wir können deswegen zwei reziproke Felder in 
involutorischer Lage in folgender Weise konstruieren: Wir 
nehmen vier Punkte PQR U nnd eine Gerade u beliebig 
aß und weisen, indem wir die Seiten des Dreiecks PQR 
mit pqr bezeichnen, dem Viereck PQR U Am Seiten des 
Viereeits pqru zu. Da bei dieser Zuweisung die Punkte 
PQR em Poldreieek"^*'' bilden, so haben wir den 

Lehrsatz: Ein Polarfeld ist bestimmt durch mien 
Punkt, feine Polare und ein Poldreieck. 

18« 186. Bestlmmui^ eines Polarfeldes durch zwei 
pepspektlv lleg:ende Dpelecke. 

Lehrsatz: Ein Polarfeld ?H Ijcthmmt durch ~wei jm 

spektiv liegende Dreiecke, wenn die Seiten deii einen den 

Ecken des andern als Polaien ^m/eu lesen ueid n 

Die Ecken des einen Dreieekb seien ÜCV (Fig 112) 

und die Seiten des zweiten u c y. Bezeichnen wir die 

Punkte, in denen die Seiten U C, CV und T U von den 

Seiten y, u und c geschnitten werden, durch Q, A und S, 
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so liegen Q, Ä und S, weil die Dreiecke perspektiv liegen*'**, 
in einer Gerade p. Bezeichnen wir ferner die Ecken des 
zweiten Dreiecks ucy dnreh b\^=cy, B =^yu und 
G^=uc, so gehen die Verbindungslinien ü i\, C H^ und 
rG^ durch einen Punkt P. Die Punkte A^S^R, in denen 
diese Verbindungslinien die Gerade p schneiden, bilden mit 
ASQ die Involution AA^.SS^. Q i^'«*.). 

In dem Polarfelde nun, das „ 

durch das Poldreieek PQR, den 
Punkt U und seine Polare u 
bestimmt''^^' ist, sind, wie wir 
zeigen wollen, die Seiten des 
Dreiecks U CV die Polaren der 
Ecken des Dreiecks ucy. Weil 
nach der Zuweisung Q der Pol 
von P R und ü der Pol von u 
ist, so isf'^ä'* ÜC die Polare 
von ö, , Ferner ist der Punkt 
Ä als Schnittpunkt von p u der 
Pol von P V und daher dem 
Punkte A^ konjugierte*^'*, sodafs "' " 

die konjugierte Involution von p bestimmt ist'^' ' durih den 
Wurf Q R . A A^; da in dieser Involution dem Punkte S, 
wie wir eben sahen, der Punkt S^ entspricht 10 ist S der 
Pol von PS^, die Seite UV {S) also die Polare des Punktes 
.ffj. Die Seiten des Dreiecks VCV sind also in der Thai 
die Polaren der Ecken des von ucy gebildeten Dreiecks. 

Zusatz. Und umgekehrt smd auch die Seiten ucy die z 
Polaren der Ecken C/C r<i33.i. 

187. Bestimmung' eines Polarfeldes durch zwei is? 
konjugierte Involutionen und eine komponierende ihrer 
diag-onalen Involution. 

Lehrsatz; Ein Polarfüd ist 

bestimmt durch zreei konjugierte 

StraMemnvolutioTten und irgend 

eine larniponierende ihrer dia- 

Involution. 



Lehrsatz: Ein Pole 
bestimmt durch zwei konju^erte 
Ptmktinwlutionen und irgend 
eine komponierende iJerer dia- 
gonalen Involution. 

In den Trägern g und h (Fig. 113), die sich in U 
schneiden, seien die beiden Involutionen U G .C C^ und 
VH.V r, gegeben. In der Diagonale QH=^u bilden G 
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nnd H ein Pnnktpaar der diagonaleu Involution"^'^' und 
ferner die beiden Paokte A und B, in denen u von Cr 
und Cj r, geschnitten wird. Wird nun irgend eine 
komponierende der diagonalen Involution durch die Za- 
Weisung ((? Gj }"«*'' bestimmt, so entspricht in dieser 
komponierenden dem Punkte H der Punkt H^, der dem 
Punkte G^ in der diagonalen Involution zugeordnet ist"*^*'. 
Schneiden die Verbindungslinien C^G^^c und V^H^=^y 
die Träger h und g in den Punkten S und Q, so bilden 
S Q C, r^ ein Viereck, von dem zwei Paar Gegenseiten die 
Diagonale m in den Punktpaaren G H und G. S, der 
diagonalen Involution treffen; es geht also<^*^' üQ durch 
A. Es sind daher'") die 
beiden Dreiecke UCVmiA. 
ucy perspektiv liegend 
und bestimmen"*** ein 
Polarfeld. Dieses Polar- 
feld aber eraeugt, weil u 
und c die Polaren von U 
und C sind, in dem Träger 
g die konjugierte Involution 
U G .C C\, und, weil u 
und y die Polaren von U 
und r sind, in dem Träger 
A die konjugierte In- 
"^ '"* volution Uff. r r^, und 

in M, weil G^ als Schnittpunkt von c und u der Pol von g, 
und ffj als Schnittpunkt von y und u der Pol von h ist, die 
konjugierte Involution GG^.H H^. 
z J?Hso(:. Weil die komponierende Involution von u durch 

die Zuweisung der Punkte G und Q^ bestimmt wurde, so 
werden wir das Polarfeld, welches durch die konjugierten 
Involutionen g- und h^ und die durch {Q G{] bestimmte 
komponierende Involution von u bestimmt ist, in Zukunft 
oft kurz das durch die Zuweisung [G G^) besHmmie Polarfeld 
nennen. Den Inhalt unsers Beweises können wir dann kurz 




In dem dureh (G- Gj ) beiiimmten Polarfeld ist Gj der 
Pol von g und der dem Punkte G, in der diagonalen 
Involution homologe Punkt H^ der Pol von h. 
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188. Bestimmung' eines Polarfeldes durch zwei u 
konjugierte Involutionen und einen Opdnung-spunlct. 

Für ein Polarfeld habon, wie wir sehen werden, die Punkte 
eine grolse Wichtigkeit, die in ihrer Polare liegen; wir 
führen deshalb fllr sie einen neuen Namen ein durch die 



1. Definition: Ein Punkt, 
der in seiner Polare liegt, hei/st 
ein Ordnungspunkt des Polar- 



1. Definition: Eine Gerade, 
die durch ihren Pol geht, lieifst 
ein Ordnungsstrald des Polar- 
feldes, fehles. 

Sind uns nun zwei Punktinvolutionen g'' und /(- und 
ein Punkt E gegeben, so läfst sich immer ein Polarfeld 
konstruieren, dem die Involutionen </- und h^ konjugiert 
sind und für welches die Polare von E durch E geht, mit 
andern Worten, es läfst sich der Satz beweisen; 

2, Durch zwei konjugierte 2, Durch zwei k<mjugierte 
Punktinvoluücmen g^ und h^ StraJdeninvolutionsn G' und 
und einen Ordnungnpunkt E H^ und einen Ordnungsstrahl 
ist ein Polarfeld bestimmt. e ist ein Polarfeld bestimmt. 

Wir betraehten die Hauptstrahleninvolution<'"'', welche 
die Involutionen g- und h^ in E induzieren. Schneidet der 
Strahl von E, welcher dem Strahle E[U) in der Haupt- 
involution -E* homolog ist, die Träger g und 
k in C und r (Fig. 114), so schneiden!'''*'^'' 
die Strahlen £(C,) und .E(r,), die den 
Strahlen E{G) und E{H) in der Haupte 
Involution homolog sind, die Diagonale in 
zwei homologen Punkten ff^ and ö^ der 
diagonalen Involution. Wählen wir also 
das Polarfcld, welches durch die Zuweisung 
(G G,) bestimmt"" ^> ist, so ist für dieses '^^' "^ 

ffj der Pol von h. Es ist daher C der Pol von C, G,ii3i,> 
und r der Pol von r, H^, C V alsoi'»»-' die Polare des 
Schnittpunktes E von CjGj und r^ fij. Für das Polarfeld 
((? öj) geht also in der That die Polare von E durch E. 
— Die Konstruktion fassen wir noch einmal zusammen; 

3. Die Gegenseiten g^ und j 3. Die Gegenecken G- und 
A* induzieren in jedem Punkte li'^ induzieren in jeder Gre- 
E eine Haaptstrahleninvolu- rade eine Hauptpunktinvolu- 
täon £*'i™'. Sehneidet der tion e"-. Wird der Punkt, 
Strahl, welcher in E- dem welcher in e- dem Schnitt- 
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II. Das Polarfeld. 



Strahle E(G) homolfg ist 
die Diagonale u im Punkte 
(t^, so erhalten wir durch 
die Znweisnug {*? Cr,) ein 
Polarfeld, für wulches F em 
Ordünngspunkt ist. 



punkte e ( /) homolog ist, ans 
dem Di igonil punkte U durch 
dfo btrihl g, projiziert, ao 
erhalten wir durch die Zu- 
weisung {g 7j) ein Polarfeld, 
fUi i\eli.he8 e ein Ordnungs- 
stnhl ist 



Ferner ergiebt sieh duich die Kon^struktion: 



Für das durch g- l h 
und E bestimmte Polaif H 

4. üt der dem Strahle E (U) 
in E^ Jwmdoiie StraJd ElQ 
die Polare o E 

5. sc} leidet ler U Stralle 
E(G) Imwbge Strald C(C) 
die D aqo ah d Pole 
G, «0 g dl ie H He 
E(H) Jwnolog '^trall ClT 1 
die Diagonale u in dem Pole 
H, von h,- 

mit andern Worten: 

6. liegt die Hauptsiralden- 
involiition Er j>erspektlv zu der 

konjugierten Punktinmlution 
G G, . H H^ von u. 



Fl r lat litrrli G^ und H" 
und e bestunmte Polarfeld 

4 tst dtr dem Punkte e{u) 
m e Iwmßloge Punkt e (e) der 
Pol im e 

5 wtid der dem Punkte 
e(g] homologe Punkt e{c^) aus 
dem IHagonalpunkte U durch 
die Polare g, von G projiziert 
und der dem Punkte e (h) 
homologe Punkt ef^,) am dem 
IHagonalpunkte U durch die 
Polare \ von H; 

mit andern Worten: 
6. liegt die HauptpunkUn- 
voluHon e- perspekäv zu der 
konjugierten StraldeninvoluÜtm 
gg, .hh. vonV. 



t» 189. Opdnimgrskupve. Für ein Polarfeld, welches 

durch die konjugierten Involutionen g- nnd h- und den 
Ordnungspunkt S (wie wir jetzt statt E schreiben wollen) 
bestimmt''*^'' ist, ist der Punkt S, weil er in seiner Polare 
liegt, sich selbst konjugiert und daher ein Ordnungspunkt 
in der konjugierten Involution jedes durch ihn gehenden 
Strahles. Es giebt daher in jedem durch Ä gehenden Strahl 
noch einen zweiten Ordnungspunkt"''»'. Es läfst sich zeigen, 
dafs alle diese Ordnungspunkte in einer Kurve zweiter 
Ordnung liegen. — Da der zweite Ordnungspunkt irgend 
eines durch 5 gehenden Strahles der von S durch zwei 
konjugierte Punkte harmonisch getrennte Punkt ist*'^', so 
ist z. B., weil der Punkt G, und der Punkt C, (Fig. 115) 



y Google 



i Polarfeld. Nr. i89. 



219 



seiner Polaro<"^'> zwei konjugierte Punkte sind, der von S 
durch ö, und C, harmonisch getrennte Punkt L ein Ord- 
nungsponkt; ebenso ist der von S durch //, und den kon- 
jngierten Pnnkt T^ harmonisch getrennte Punkt M ein Ord- 



Der Ordnungspunkt eines beliebigen dnrcli S gehenden 
Strahles läfst sich nun vermittelst der Pankte S und L in 
folgender Weise ßndeu. Schneidet dieser Strahl den Träger 
g in E, so ist die Polare von E die Gerade, welche den 
homologen Pnnkt E^ von 3- mit dem Pole f?, von g ver- 




bindet; der Punkt E, in dem diese Gerade den Strahl SE 
schneidet, ist dem Punkte E konjugiert" ^*i>, und daher ist 
der von S durch E und E' harmonisch getrennte Punkt E 
der zweite Ordnnngspnnkt des Strahles S(E). Nun sind die 
beiden harmonischen Würfe SL .G,C, und SE . E E in 
perspektiver Lage; es geht daherf^"'' LE durch den Schnitt- 
punkt von G^ E und C^ E, das ist durch den Pnnkt E^. 
Der Ordnnngspnnkt E stellt sich also dar als Schnittpunkt 
zweier Strahlen von 5 nnd L, die die homologen Pnnkte 
E und ^j von g" jirojizieren. Die Ordnnngspnnkte E liegen 
daher in einer Kurve zweiter Ordming'^^'l. 
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Lehrsatz: Mat ein Polarfeld 
einen Ordnungsjninkt, so hat 
es unendlich viele. Die Ord- 
nungspimMe eines solcJien Polar- 
feldes bilden eine krumme 
Punktreilie. Diese krumme 
Ihtnhreihe Jmfst die Ordnunga- 
hirve des Polar feldes. 



Lehrsatz: Hat ein Polarfeld 
einen OrdnungsstraM, so hat 
es unendlich viele. Die Ord- 
nungsstraMen eines solc/ien 
Polarfeldes bUden einen krum- 
men Straklenbüsehel. Dieser 
krumme Strahlenbüscliel heifit 
der Ordnungsbüschel des Polar- 
feldes. 

190. Identische Polapfelder. Wir wollen jetzt das 
Polarfeld zeichnen, das durch die ehen konstruierte Kurve 
bestimmt ist. Da die Kurve eraeugt wurde durch Projektion 
der Involution g'^ aus den beiden mit G^ in einer Gerade 
liegenden Punkten S und L, so lat ^^ auch für die Kurve 
eine konjugierte Involution und (?, der Pol von g^^^<-\ Es 
läfst sieh weiter zeigen, dafs auch h^ eine dieser Kurve 
konjugierte Inyolntion ist. Zunächst folgt, daCs G G^ die 
Polare von W'^"! und daher ü und H zwei ittr die Kurve 
konjugierte Punkte sind. Da dem Strahle L (S) C^ der 
Strahl S{C) zugeordnet ist, so ist S{C) die Tangente in S*-*^'. 
Für die Kurve ist also auch S der Pol von Cr'"!^i), 
Ferner sind, weil, wie wir sahen, der von S durch H^ und 
r^ harmonisch getrennte Punkt M ein Punkt der Kurve ist, 
r, nnd li^ zwei für die Kurve konjugierte Punkte'*^"', der 
Punkt H^ also, weil er auch U konjugiert ist, der Pol von 
ÜV^=^ h. Die Polare von T geht daher durch H^ und da 
sie auch, weil r ein Punkt der Tangente von "3 ist, durch 
S geht, so ist fUr die Kurve r dem Punkte r^ konjugiert. 
Der Ordnungskuive sind also die Involutionen g^ und A'^ 
konjugiert nnd der Punkt G, ist G konjugiert. Das durch 
die Kurve erzengte Polarfeld ist daher identisch*'*'' mit dem 
Polärfelde, von dem wir ausgingen. 

Hat ein Polarfeld eine Ordnungskurve, so ist es 
identisch mit dem von dieser Orduungskurve erzeugten 
Polarfeld, Die Ordnungsstrahlen des Polarfeldes um- 
hüllen daher die Ordnungskur\'e. 

Anmerkung. In § 7 haben wir vennittelst einer Kurve 
zweiter Ordnung zu jedem Punkte der Ebene die Polare 
und zu jeder Gerade den Pol zeichnen gelernt. Jetzt 
haben wir ein Polarfeld, ohne den Begriff der Kurve zu 
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benutzen, konstmiert und haben vermittelst des so kon- 
struierten Polarfeldes die Kurve als Ort der Ordnungspunkte 
des Polarfeldes definieren können. Wir hätten also auch 
mit dem Polarfeld beginnen und aus seinen Eigensehaften 
die Eigenschaften der Kurve entwickeln können. Das hat 
thatsäehlich y. Staudt gethan und damit die wissenschaftlich 
richtigere Darstellung gegeben. In einem Buche aber, das 
für den Lernenden geschrieben ist, mnfs der anschaulichere 
Weg, und das ist der von der Kurve ausgehende, dem 
weniger anschaulichen, dem vom Polarfeld ausgehenden, voran- 
gestellt werden. Nachdem wir nunmeiir beide Wege kennen 
gelernt haben, können wir von jetzt an unsern Betrachtungen 
den allgemeinern Begriff des Polarfeldes zu Grunde legen. 
Die Sätee, die wir so erhalten, gelten dann für alle Polar- 
felder, und vrir haben nicht nötig, bei nnsern Beweisen die 
Fälle, in denen eine Ordnungskun-e vorhanden ist, zu trennen 
von den Fällen, in denen eine Ordnnngsknrve nicht 
banden ist oder, wie man sonst sagt, in denen d' 
kurve imaginär iit. 

191. Konstruktion der zweiten gemeinsam kon- 1« 
jug^epten Involution. 

I.Aufgabe: VomwdPolar- 
feldern, die eine konjugierte 
Straldeninvolution geraeinsam 
haben, die zweite gerneinmm 
konjugierte Sirahleninvolution 
zu zmlmen. 

Konstruktion: Die den beiden Polarfeldem k^^ und k^^ 
gemeinsam konjugierte Punktinvolution sei g'^, femer sei 
G^ (Fig. 116) der Pol von g Ut k^^ and G^ der Pol von g 
für k^^. Die Gerade (?, Gg =w schneide g in dem Punkte 
G, dem in der gemeinsam konjugierten Involution g^ der 
Punkt U homolog sei. Wenn dann dem Punkte G, fUr das 
zweite Polarfeld k^- der Punkt G,^ von u und dem Punkte 
Gj filr kj^^ der Pirnkt G^^ von u konjugiert ist, so ist der 
Träger der zweiten gemeinsam konjugierten Involution der 
Strahl h von U, welcher von G durch G^^ und G^^ har- 
monisch getrennt ist. 

Beweis; Da dem Punkte U tfir k^- die Punkte G^ und 
G, für ^* die Punkte G^ und G koiyugiert sind, so ist 



tbe: Vomwei Polar- 
feldem, die eine konjugierte 

Punktinvolution gemeinsam 
haben, die zweite gemdnsam 
konjugierte PunJctinvolution zu 
zeichnen. 
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G^G=G^G^u die Polare des Punktes (I sowohl flir L^ 
wie für k^^('^*'i. Da dem Punkte G^ für fc,* der Punkt G^ 
konjugiert ist, so ist G^ für k^^ der Pol von G^^ f/; 
ebenso ist G^ für k^- der Po) von G^, ü. 

Sind nun C nnd C, irgend zwei homologe Pankte von 
g^, 80 ist 6', tHr hj^ der Pol von Ctr, nnd (7 lür k^^ der 
Pol von C, G Der Pnnkt P, in dem C G^ von ö,^ U ge- 
ßchnitten wird, ist also lür k^'^ der Pol von C^^G^ und der 
Punkt P, , in dem CjG^ von Gi^U geschnitten wird, ist 
iür ij^ der Pol von C &^. Die Punkte P und P,, von 
denen Pj in der Polare von P für ä:, ^ und P in der 
Polare von P, für A^^ liegt, sind demnach für beide Polar- 
felder einaridei- konjugiert. Da auch die Punkte ü und 




Gj einander iftr beide Polarfelder koiyngiert sind, so be- 
stimmen die beiden Pnnktpaare PF^ and i/G, noch ein 
drittes Paar konjugierter Punkte (96; siehe 184 Z). Die Ver- 
bindungslinie 1' Gj wird von der Verbindungslinie P, V in 
einem Punkte Q geschnitten, der für beide Polarfelder kon- 
jugiert ist dem Punkte Q^, in dem P D von P^ G^ ge- 
schnitten wird. Den Punkten CPQ ö^ die in einer Gerade 
p liegen, sind also für die beiden Polarfelder die Punkte 
C; P, Qj U konjugiert. 

Diese Punkte nun, die den Punkten einer Gerade p für 
beide Polar feld er konjugiert sind, können wir noch auf 
einem zweiten Wege konstruiert denken, indem wir zu 
jedem Punkte X von p die Polaren «^ und x^ für k^ - und 
^2^ zeichnen und ihren Schnittpunkt X^ bestimmen. Durch- 
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länft X die Gerade p, so beschreibt sowohl ,i:, wie m^ einen 
zn X projektiYen StralilenbUschel '"*''''; die Punkte X, liegen 
daher in einer zu p projektiven Kurve zweiter Ordnung. 
Bezeichnen wir also noch den Schnittpunkt von p und h 
durch r und den (noch unbekannten) ihm für beide Polar- 
felder Äj- und Jj^ koiyngierten durch r,. so wissen wir, dafs 
die Punkte P, Qj C, r^ U in einer zu P Q C T G, projektiven 
Kurve liegen; es ist daher 

U(FQCr)AU(F,Q^C\r,). 
Weil aber F Q. CV nach der Konstruktion vier harmonische 
Punkte sind, so ist*-"'') 

Ü{PQCV)7{U{QFGV), 

aisopw f/(<iPcr)Ä f-' (-Pj Qi Gl rj. 

Da die Strahlen i/Q und U P^, UP und U Q^, UC und 
U C^ zusammenfallen, so müssen auch Cr und Cr, zu- 
sammenfallen '^'>, d. h. Tj ist ein Pnnkt von h und beütett 
Polarfeldem ist in k die Involution CH. f r, konjugiert. — 
Wenn zwei Kurven einen Punkt gemeinsam haben, so 
haben sie noch einen zweiten Punkt gemeinsam l'">. Diese 
beiden gemeinsamen Punkte bestimmen als Ordnungspunkte'^^'' 
in ihrer Verbindungslinie eine beiden Kurven gemeinsam 
konjugierte Involution; die beiden Kurven haben daher nach 
unserm Satze noch eine zweite konjugierte Puuktinvolntion 
gemeinsam : 



2. Haben zwei Kurven 
eine Tangente gemeinsam, 
so haben sie noch eine zweite 
Tangente und eine konju- 
gierte Strahleninvolution ge- 



2. Haben zwei Kurven 
einen Punkt gemeinsam, so 
haben sie noch einen zweiten 
Punkt und eine konjugierte 
Punktinvolution gemeinsam. 

Zvsatz.* Da jedem Kreise die zirkuläre Punktinvolution ^ 
konjugiert iatc^'«*, so haben zwei Kreise nach unserm Satze 
noch eine konjugierte Punktinvolution gemeinsam. Diese 
zweite gemeinsame Punktinvolution zweier Kreise, deren 
Träger in der Planimetrie Chordale genannt wird, finden 
wir nach der oben gegebenen Konstruktion auf folgende 
Weise: 

Die den beiden Kreisen gemeinsam konjugierte Involution 
ist die zirkuläre o-; 0, und 0^ seien die beiden Pole von o, 
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d. i.(i'V die Mittelpunkte der beiden Kreise. Schneidet 
die Zentrale 0, 0^ ^ w die uneigentliche Gerade o in 0, so 
erhalten wir den dem Punkt in der zirkulären Involution 
o- homologen Punkt U, indem wir in 0^ (oder 0^) auf der 
Zentrale das Lot erriehtenf^-). Ist nun dem Mittelpunkt 0^ 
des ersten Kreises für den zweiten Kreis der Punkt O^g 
und dem Mittelpunkt 0^ des zweiten Kreises für den ersten 
Kreis der Punkt 0^, konjugiert, so ist^'^'l das in der Mitte*^'''' 
von O^g Oj, erriettete Lot die Chordale der beiden Kreise 
(vgl. 139). 

§ 17. Büschel nnd Schar von Polarfeldera. 
13 192. Büschel von Polapfeldern. Wenn wb unter 
Beibehaltung unserer bisherigen Bezeichnungs weise den 
Punkt, der dem Schnittpunkte U der Träger g und h in g^ 
entspricht, durch G und den dem Punkte 17 in /i* homologen 
Punkt durch H bezeichnen, so ist GH = u die Polare"""* 
des Punktes U für jedes Polarfeld, dem die Involutionen g'' 
and h^ konjugiert sind. Der Pol von g, den wir durch G^ 
bezeichnen wollen, mufs daher^i^'** in i* liegen. Sind C und 
C, zwei weitere homologe Punkte von ^^, so ist C^ G^ die 
Polare von C und der Punkt r^, in dem C, G^ den Träger 
h sehneidet, der Pol der Verbindungslinie von C und T ; 
Cr schneidet daher die Diagonale u in dem Pole H^ von h. 
Es ist also G G, . HH^ die dem Polarfeld konjugierte ''**•) 
Involution der Diagonale m. Da sie eine komponierende*'^''' 
der diagonalen <"*'! Involution GH.G^H^ ist, so können 
wir die unserm Polarfeld in der Diagonale konjugierte 
Involution als bestimmt ansehen durch die beiden Be- 
dingungen l'*">l, dafs sie eine komponierende der diagonalen 
Involution ist und dafs in ihr dem Punkte G der Punkt G^ 
homolog ist. Jedes Polarfeld, dem die Involutionen g'^ und 
A^ konjugiert sind, läfst sieh also als durch die Zuweisnng 
(ö<?j) bestimmt''*'' ansehen. Wir erhalten daher sämdiche 
Polarfelder, denen g- und h^ konjugiert sind, wenn wir den 
Punkt G^ die Diagonale m durchlaufen lassen und für jede 
Lage von G^ das durch die Zuweisung (ff Gj bestimmte 
Polarfeld zeichnen. 

Fuhren wir für die Gesamtheit der betrachteten Polar- 
felder einen neuen Namen ein durch die 
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I.Definition: Der Inbegriff 
der Polarfelder, denen zwei ge- 
gebene StraJUeninvohitionen G* 
und H' konjugiert dnd, hdfst 
eine Schar von Polarfeldem, 
zasammenfassen : 

2. Für sämtliche Polar- 
felder der Schar ist w die Po- 
lare des Diagonal punktes U, 

3. Wir erlialten sämüiclie 
PolarfeUer der Se/tar (GH), 
wenn wir den Strahl g, um den 
Diagonalpunkt U sich drehen 
lassen und für jede Lage von 
gj^ das durch die Zuweisung 
(gg^) bestimmte Polarfeld zeich- 
nen. I iien. 

Um die im folgenden benntzten Sätze im Zasammen- 
hang anfeatilhren, wiederholen wir an dieser Stelle den In- 
halt von Nr. 187 Z. — In einer komponierenden der diago- 
nalen Involution, in welcher dem Punkte G der Punkt (r, 
homolog ist, entspricht dem Punkte H der Punkt H., welcher 
dem Punkte G, in der diagonalen Involution »r homolog 
ist(i6s.). der Punkt B^ ist daher der PolC**-' von UU= h 
ftir das durch die Znweisnng (ö G^) bestimmte Polarfeld. 



1. Definition: Der Inbegriff 
der Polarfelder, denen zwei ge- 
gebet^e Pun/äinvolutionen g^ und 
h* konjugiert sind, heif»t ein 
Büscltel von Polarfeldem, 

so können wir das Gesagte : 

2. Für sämtliche Polar- 
felder des Büschels ist C der 
Pol der Diagonallinie ». 

3. Wir erholten sünttüehe 
Polarfelder des Büschels (g h), 
wenn wir den Punkt G^ die 
Diagonale u durchlaufen lassen 
und ßir jede Lage von G, das 
durch die Zuweisung (G 6,) 
bestimmte^^^ ^^ Polarfeld zeielt- 



Ftir das Polarfeld (ggj 
ist gj dte Polare von 6 und 
Jei dem Strahl gj tn der 
diagonalen Strahleninvolution 
homologe Strahl \ die Polare 
mn H, 

5. Für das Polarfeld (gg^) 
int g gj . h h, die konjugierte 
Strahleninvolution des Diago- 
nalpmdctes. 

Unter den Polarfeldem des Büschels heben wir das- 
jenige heiTor, welches wir durch die Zuweisung (ö G) er- 
halten, für welches also G, in G Mit. Da der Punkt (?, 
in seine Polare g fällt, so ist er ein Ordnungspunkt C^äii (jgg 
Polarfeldea. Es ist aber auch jeder Pmikt C von g ein 



. Für das Polarfeld (GGj 
ist Gj der Pol von g und der 
dem Punkte Gj in der diago- 
nalen Punktinvolution homologe 
Punkt H, der Pol von h. 

5. Für das Polarfeld (GG,) 
ist G G^ . H H, die konjugierte 
Punktinvolution der Diagonal 
linie. 
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Ordnungspunkt, denn er liegt ebenfalls in seiner Polare C^ G^. 
Da H^ in fi fällt, wenn G^ in G fäilt'"^^»*, so ist auch jeder 
Punkt von h ein Ordnungspnnkt. Daher: 



6. Zu den Ordnnngskurven 
eines Büschels von Polar- 
feldern gehört das von den 
beiden Gegenseiten gebildete 
Geradenpaar. 



Zu den Ordnungskurven 
einer Schar von Polarfeldern 
gehört das von den beiden 
Gegeneeken gebildete Punkt- 
paar. 



Zitsatz. Haben die luvolutioneu g- und h- die Ordnuugs- 
punkte KK^ und XX,, so hat jedes Poiarfeld eine Ord- 
nungskurve "*^'. Diese Ordnungskurcen des Bllsehels gehen 
durch die vier Punkte K K LL,, so dafs in diesem Falle 
unser Büschel von Polarfeldern identisch ist mit dem in 
Nr. 102j definierten Kurvenbttsche!. 

Betrachten wir die vier Ordnungspunlite KK^LL^, 
die man Grundpunkte des Büschels nennt, als Ecken eines 
Vierecks uud bezeichnen die Gegenseiten K L und K^ Xj 
durch ffi und h , die Gegenseiten KL^ und K. L durch g^ 
und /ig, so sind die Diagonalpunkte V uud W, in denen 
sich die Gegenseiten g^ /i, und g^ h^ schneiden, die Ordnungs- 
punkte der diagonalen Involution m-'^*^*'. Bezeichnen wir 
die hyperbolischen Involutionen, welche je Kwei Ecken des 
Vierecks K Ä\ L L^ als Otduungspunkte in ihrer Verbindun^- 
linie bestimmen, durch ^, ^ u. s. w., so ist den Gegenseiten 
^1 '^ h^ die diagonale Involution v^ mit den Ordnungspunkten 
W uud Ü, und den Gegenseiten g^-h^"^ die diagonale Livo- 
lution w;^ mit den Ordnungspunkten U und V zugeordnet, 
mit andern Worten: 

Was vou den Gegenseiten g"^ Jfi und ihrer diagonalen 
Involution m- gilt, gilt auch von 3,^ Aj^ und v^, und 
von g^ ^ /(„ ^ und 10^. 

13 193. Konstruktion eines Polarfeldes. Da die Strahlen- 
involntion des Poles perspektiv liegt zu der Punktiuvolutiou 
der PolareC^'', so ist mit der konjugierten Punktuivolutiou 
von g auch die konjugierte Strahleninvolution des Poles G^ 
gegeben. Sind also C und C, irgend zwei konjugierte 
Punkte des Trägers g, so sind die Strahlen c^ and c, welche 
C und Cj aus ö, projizieren, zwei homologe Strahlen der 
konjugierten Involution von (?^; Cistfolglichi'"'' der Pol von t; 
und Cj der Pol von e^. Da der dem Punkte G, in der 
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diagonalen In^olutmo \ mologe Punkt // der Pol von A 
ist''"*'*, so ergiebt «ich nenn mr z»ei k(niD^ierte Punkte 
von /( dureh T und f^ und die Strahlen die «le aus H^ 
projizieren durch und / bezeichnen dafs r der Ptl von 
y und r, der Pol \ on y^ ist A ermittelst der künjUoierten 
Pnnktinvolntionen o und / und der konjugierten Strahlen 
Involutionen 6-, and -S," hfst iich nun zu ledem Punkte 
der Ebene die Polart und zu jedei Gtrade der Pol m 
folgender Weise tnoeben (Fig 117) 

1. Ist E ( 111 beliebiger Punkt der Ebene der aus 
Gj cid Hj durch r und , projiziert wird so ist die 
Verb] nd u ig'ili nie e der Pole t und T die Polire \on ^ 

2. Ist /• eine beliebige Geride der Ebene die g und 
/( in C und T schneidet so ist der Schnittpunkt L der 
Polaren und j der Pol \on e 

Dafs wir dureh diese Zuweisung ein PoUrteld erhalten 
ist zwar dureh das A orhergehende bereits bewiesen wir 
geben aber noch tinen direkten Beweis weil dieser die 
Grundlage iilr die folgeidcn Betrachtune:en bildet AVir 
haben also zunächst zu 
zeigen"'*'': Wenn P sieh 
in einer Gerade / beweg-t 
so beschreibt die 7iige< rd 
nete Gerade e einen ge 
raden Strahlenbüschel F 

Bewegt sith dei Punkt 
K in /, 80 beschreiben 
und 7 die zu / per^pek 
tiven Stralilenbüschel 6-, 
und i?,, die j und h m 
den pjojekti\ en Punkt 
reihen Cj und Tj schnei- 
den. Es bilden daher auch - 
Cund r zwei projektive''^'' 
Punklreihen in g und /;, und 
weil diese in perspektiver 
Lage sind, gehen die Verbindungslinien CT durch i^iä4)_ 
Am besten läfst sich die Bewegung der einzelnen Elemente 
ans dem folgenden Schema ersehen'^' ^': 

J5* 
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Fällt der Punkt E in den Schnittpunkt von / und n, so 
fällt 1. C, in G und C daher in U, 2. r, in // und r da- 
her ebenfalls in U. Die beiden projektiven Punktreiheu C 
nnd r, die wir in g und h erhalten, sind daher in perspek- 
tiver Lage; die Verbindungslinie Cr = e besehreibt also 
eilten zur Punktreihe E projektiven geraden Strahlenbüschel, 
dessen Mittelpunkt wir F nennen. — Sehneidet die Gerade /' 
die Träger g und k in B und B, so geben, wie wir eben 
bewiesen haben, die den Punkten .0 und B zugeordneten 
Greraden ff, 5, nnd ff^ B, durch F-, zeichnen wir also um- 
gekehrt wieder zu F die zugeordnete Gerade, so erhalten 
wir f. Je zwei zugeordnete Elemente entsprechen einander 
mithin zweifach, d. h. die beiden reziproken Felder sind In 
involutorischer Lage und bilden ein Polarfeld*'*'''. 

K Zusatz. 'Die eben benutzten Strahleninvolntionen G, * 
und H^ ^, die perspektiv zu g- und h^ liegen, erzeugen als 
Gegenecken*"'* eine diagonale Involution, deren Mittelpunkt 
U ist, weil dem Strahle G^{G) der Strahl G^{ü) und dem 
Strahle -ff, (^) der Strahl E^{U) homolog ist. Von der 
diagonalen Involution U'^ sind U(G^)^g^ und U{H,)^h^ 
zwei homologe Strahlen*'*^'. Ferner sind auch g und h zwei 
homologe Strahlen. Schneiden sich nämlich irgend zwei 
Strahlen c nnd / von G^ und H, in einem Punkte C, von 
gf 80 liegen, wenn wir den Schnittpunkt von ;- und h durch 
r, bezeichnen, die homologen Punkte C und r in einem 
Strahle Cj. von 'r, ; c, und y, sehneiden sich also iu r, das 
ist in einem Punkte von Ji. Die diagonale Strahleninvolution 
U^ der Gegenecken (J^* und E^^ liegt mithin perspektiv zu 
der diagonalen Punktinvolution «^ der Gegenseiten g^ and h^. 

n 194. Die dem Büschel adjungierten Involutionen. 
Sehneidet die beliebige Gerade e die Triiger ghu in C f ^ 
(Fig. 118), so liegen die homologen Punkte C, r, ö ebenfalls 
in einer Gerade""", und die Hauptinvolution in e ist, wenn 
■wir den Schnittpunkt von C V und C^ fj durch A bezeichnen, 
bestimmt durch den Wurf C T .A M^^^'>. Die diagonale In- 
volution ist bestimmt durch GH.A susssi^ nnd weitere 
homologe Punkte G^ H^ dieser diagonalen Involution ergeben 
sich'^^^l, wenn wir irgend zwei Punkte D und A von g 
und A, die mit A in einer Gerade liegen, aus C^ und f, 
auf die Diagonale u projizieren. Für das Polarfeld [GG^ 
nun ist die Verbindungslinie C^ G^ die Polare von C; sie 
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scliiieidet daher die Gerade e in dem dem Punkte C 
konjugierten Punkte C'ä^ii. Ferner ist die Verbindungslinie 
r, //Oiia.) ^ie Polare von r, sie schneidet daher e in dem 
dem Punkte f konjugierten Punkte f. Die dem Polarfelde 
{G Gj) konjugierte In- 
volution der Gerade e 
ist daher CC.rf. 
Dies ist eine kom- 
ponierende von 

aber bilden, wie das Vier- 
eck Cj r^ jy Ä zeigt, ein 
Pnnkipaar der Haupt- 
involution C r , ^ A, so 
dafs die dem beliebigen 

Polarfelde (G G^) konjugierte Involution der Gerade e eine 
komponierende der durch die Gegenseiten g^ nnd h^ in p 
induzierten Hauptinvolntion ist. 




1. Lehi'satz: In jeder Ge- 
raik werden durcti die Polar- 
fehler des Büschels konjugierte 
Involutionen erzeugt, die kom- 
ponierende der Hanptpunkt- 
involution dieser Gerade sind. 

Oder, wenn wir das Wort adjnngiert"^^ 
Polarfelder anwenden (vgl, 214); 



1. Lehraatz: InjedemPankte 
werden durch die PolarfeMer 
der Scitar konjugierte Involu- 
tionen erzeugt, die komponierende 

der RauptstraJüeninvoluUon 
dieses Punktes sind, 

auch auf 



2. IHe HauptHraldeninvolu- 
tion eines beliebigen Punktes 
ist jedem PiAarfelde de) ticltar 



2. Die Hauptpunkiinvolution 
einer beliebigen Gerade ist 
jedem Polarjelde des Büschels 
adjungiert. 

Befireien wir diesen Satz von dem Begriffe des Bttsehels, 
so erhalten wir die allgemeinste Foi-m des Lehrsatzes von 
Desargues<"'ä': 

3. Sind meei Gegenmten 3. Sind zvei Gegenecken 
einem Polarfelde konjugiert, so änem Polarfelde konjugiert, so 
ist die Hauptpunktinvolution, ist die HauptstralUeninvolution, 
die die beiden Gegenseiten in die die beiden Gegenecken in 
einer beliebigen Gerade in- einem beliebigen Punkte inr 
dvderen^^^\ dem /'clmfelde duzieren, dem Pohirfeldi' ad- 
adjungiert. — jttngiert. — 
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Weti jedes Poiarfeld des UUschels durch eiue kom- 
ponierende der diagonalen Involation bestimmt ist*'^"', so 
ergiebt sieh (als besonderer Fall des vorstehenden T 



4. Sind zwei 
einem Polarfelde konjugiert, so 
ist ihre diagonale Involution 
dem Polarfelde aJßungiert. 



Sind zwei 
einem j 

ist ihre diagonale Involution 
dem Polarfelde adjungiert. 



15 195. Die Polkupve. Für das Polarfeld (G Gj ist die 

Verbindungslinie Cj G^ (P'ig. 119) die Polare von C und 
r^ //, die Polare von T; der Schnittpunkt £^ von C^G, und 
r, //, ist daher der Pol der Gerade C r = ü. Durchläuft 
Gj die Diagonale {dreht sieh, mit andern Worten, die zur 
Konstruktion der Punktpaare G^ i/, benutzteC^** Gerade 
D A um Ä] , so be- 
schreiben C^ (G^) und 
r^[H,) zwei projektive 
StrahlenbUschel, ihr 
Schnittpunkt E, der Toi 
von e, daher eine zu 
G] projektive Punktreihe 
zweiter Ordnung. Diese 
Pimktreibe zweiter Ord- 
nung heifst die Polkurve 
der Gerade e. Da sie 
nach unserer Konstruk- 
tion erhalten wird durch Projektion der diagonalen Involution 
(G, //J oder"*'' ^' der Hanptinvolntion {C V) ans C^ und T,, 
so ist die diagonale Involution von u nnd die Hauptmvolution 
von e der Polkorve konjugierf'Sil. Da G und H zwei 
homologe Punkte der diagonalen Involution sind"*^'*, so ist 
auch der Diagonalpnnkt U ein Punkt unserer Kurve. Wir 
haben daher folgenden 




Lehrsatz: Die Pole jeder 
Gerade e für sümtUcke Polar- 
felder de» Büsclieh Hegen in 
einer Kvrve zweiter Ordnung. 
Diese Polkurve ist bestimmt 
durch die diagmmle Involution 
a^, die Hauptinvolution e^ und 
den Diagonalpunkt U. 



Lehrsatz: Die Polaren jedes 
Punktes E für sämtliche Polar- 
felder der Schar bilden einen 
Straldenbüsclielzweiter Ordnung. 
Dieser Polarenbüsc/iel ist be- 
stimmt durch die diagonale In- 
volution\]'^, die Hauptinvolution 
W und die Diagonallinie u. 
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Zusatz. A « gerer Is.ottstruktion ergiebt sieh noch k 
eine zweite Beit n un s e se ler Polkurve. Wir erhielten 
die Polkurve nde w r den Strahl AD ti um A sich drehen 
Jiefsen und d e P kte /> und A aus C, und Tj projizierten. 
Wir haben ais den nfac! sten 1 ill der Kurvenkonstrnktion 
vor uns'^* '- T u d r u d als Mittelpunkte der pro- 
jektiven Stnllenlü hei P nkte derPolknrve, ihre Tangenten 
sehneiden s ch n .<^ o difi die Polkurve bestimmt ist 
durch ihre Ire Punkte '' T E und den Schnittpunkt A der 
Tangenten in 6^ und T^ . 



1. Schneidet eine beliebige 
Oerade e die Träger ^ A m in 
C r Aj 90 geht die zugeord- 
nete Polkurve e, ^ durch C, 
und Tj, und die Tangenten 
von C, und r^ schneiden s" 
in A. — 



Wird ein beliebiger 
Punkt E aus GHU durch 
2 projiziert, so enthält der 
zugeordnete Polarenböschel 
"_" die Strahlen Cj und y,, 
und die BerUhrnngspunkte 
und y, Uegeu in a. — 
Sind die Involutionen g^ und A' hyperbolisch, so wird 
C, von C durch die Ordnungspunkte KK^, r, von r durch 
die Ordnnngspunkte X L^ harmonisch getrennt'^^«'. Da in 
diesem Falle von den 'riägem 3, A^ und g^ Ii^ der Gegen- 
seiten dasselbe gilt wie von g A""^ ^\ so können wir unsern 
Satz, indem wir ihn vom Begriff des Büschels I 



Satz vom Kegehchnitt der 
Die 6 von 
beliebigen Punkte E 
dnreh je zwei Seiten eines 
Vierseits harmonisch getrenn- 
ten Geraden und die 3 Dia- 
gonallinien des Vierseits um- 
hüllen einen Kegelschnitt. 
Die Schnittpunkte zweier 
Knrvenfangenten, die durch 
zwei Gegenecken des Vier- 
seits gehen, liegen in der 
Polare von E und haben die 
Verbindungslinie von E und 
dem zugeordneten Diagoiiai- 
punkt zur Polare. — 



2. S<ttz vom Kegelschnitt der 
Punkte. Die 6 von einer 
beliebigen Gerade e durch je 
zwei Ecken eines Vierecks 
harmonisch getrennten Punkte 
und die 3 Diagonalpunkte 
des Vierecks liegen in einem 
Kegelschnitt. Die Verbin- 
dungslinien zweier Knrven- 
punkte, die in zwei Gegen- 
seiten des Vierecks liegen, 
gehen durch den Pol von e 
und haben den Schnittpunkt 
von e und der zugeord- 
neten"*'*' Diagonallinie zum 
Pol. — 
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Fällt e mit der uneigentlichen Gerade zusammen, so 
sind C,, r^ u. s. w. die Mitten*-''' der Gegenseiten onsers 
Vierecks. Nehmen wir weiter an, dafs von dem Viereck 
K K^LL^ zwei Seiten auf ihren Gegenseiten senkrecht 
stehen, so ist die Hauptinvolutionf'** '^^ von e «irkular; die 
Polkurve ist also, weil ihr die HauptinvolntJon von e kon- 
jugiert ist, ein Kreis"^'"'. Als besonderer Fall des vorher- 
gehenden Satzes ergiebt sieh daher der ans der Planimetrie 
bekannte 

3. Satz lies Feuerbaok. In einem Viereck, in dem 
zwei Seiten auf ihren Gegenseiten senkrecht stehen, 
liegen die Mitten der 6 Seiten und die 3 Diagonal- 
pnnkte in einem Kreise. Die Verbindangslinie der 
Mitten zweier Gegenseiten geht durch den Mittelpunkt" '*■' 
des Kreises und steht auf der zugeordneten Diagonal- 
iinie senkrecht'"^*' und halbiert sie'^''*. 

Die Form, in welcher der Fe« erb achsehe Satz ge- 
wöhnlich ansgesproehen wird, erhält nian*"^ ^', wenn man 
beachtet, dafs ein Viereck KK^ LL^, in welchem zwei Seiten 
auf ihren Gegenseiten senkrecht stehen, sich ansehen läfst 
als ein Dreieck KK^L mit dem Höhenschnittpnnkt i, ; die 
Fufspnnkte der Höhen dieses Dreiecks sind die Diagonal- 
ponkte des Vierecks. — 

Nebenbei mag bemerkt werden, dafs man noch dnrch 
eine andere Spezialisierung zum Satz des Feuerbaeh gelangen 
kaim, indem man von einem Viereck .Ä /f^ i X, ausgeht, in 
welchem die vierte Ecke i^ der Schwerpunkt des von den 
drei andern Ecken KK^L gebildeten Dreiecks ist. Man 
hat dann den Kegelschnitt der 9 Punkte für diejenige Ge- 
rade e zn zeichnen, die die von den Fufspunkten der Höhen 
durch die Ecken des Dreiecks KK^ L harmonisch getrennten 
Punkte enthält. Hier aber soll auf die Begi'tlndung dieser 
Bemerkung und auf die aus ihr zu ziehenden Folgerungen 
nicht näher eingegangen werden. 
A Anmerkung. Gebt die Gerade e durch U, so dafs C 
imd r in £^ liegen, so fällt C, in G und V^ in H; der 
Schnittpunkt E von C, G^ und Tj H^ , d. i. von (? Ö, und 
HH^, liegt also in u, ist aber im übrigen unbestimmt. 
Fällt öj in ö, -ff, also''^^«' in 7/, so wird der Sclmittpunkt 
7^' gauK nnbestimnit. Unsere Konstruktion reicht also für 
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diesen Fall nicht aus. Wir sahen aber sclionf^^^), dafs wir die 
Punkte ü' auch finden können, indem wir die homologen Punkte 
der Hauptinvoiution von e aus C, nnd r,, in unsevm Falle 
also aus G und H projizieren. Da diese Hanptinvolution, 
wenn e dnreh ü gelit, hyperbolisch ist nnd die Ordnungs- 
punkte U und Ä hat"''* ^*, so erhalten wir als Ort für die 
Schnittpunkte homologer Strahlen die von e durch g und h 
harmonisch getrennte Gerade e'<*<'>>; dazu kommt als z^veite 
Gerade die Diagonale «, weil die homologen Strahlen C, (A) 
und Tj {A) mit i* zusammenfallen. — Dafe accli dann, wenn 
e durch Ü geht, der Satz richtig bleibt, dafs die Pole E 
von e eine ku Gj projektive Punktreihe bilden, beweisen 
wir durch folgende Betrachtung. 

Geht die Gerade e dcreh U, so liegt ihr Pol in der 
Polare von U und ist der Punkt E von u, welcher in der 
durch die Zuweisung (G G^) bestimmten konjugierten In- 
volution von « dem Punkte A homolog ist. Dieser Punkt 
besehreibt aber nach Nr. 166^, eine zn G, projektive Punkt- 
reihe. — Für die Kurve des Büschels, welche au? dem 
Geradenpaar gh besteht"'-»', wird der Pol von e unbestimmt: 
jeder Funkt der von e dnreh g und k harmonisch getrennten 
Gerade e' kann als Pol angesehen werden. Daher: 



Für eine Gerade e, welche 
durch den Diagoualpunkt U 
geht, zerfällt die Polkorve in 
zwei Geraden: die Diagonal- 
linie und die von e durch g 
und h harmonisch getrennte 
Gerade e'. 



Für einen Funkt E, welcher 
in der Diagonallinie m liegt, 
zerfällt der Polarenbllsehel 
in zwei Funkte: den Diagonal- 
punkt und den von E durch 
G und H harmonisch ge- 
trennten Funkt E'. 



196. Absolut konjugrierte Punkte. In jedem Polar- im 
felde des Büschels i^t dem beliebigen Punkte E eine be- 
stimmte Gerade e als Polare zugeordnet, die wir finden'"'^'*, 
indem wir E aus Gj und i/,, den Polen von g und h, 
durch e und y projizieren und die Pole C und r von c und 
y durch die Gerade e verbinden. Wir erhalten die Polaren 
e des festen Punktes E für sämtliche Polarfelder des 
Büschels, indem wir den Punkt G, die Gerade u durchlaufen 
lassenfä^"* und flir jede Lage von G^ in der eben an- 
gegebenen Weise die Polare e zeichnen. Bei dieser Be- 
wegung des Poles <i, ergiebt sich die Bewegung der 
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n. Das Pülarfeld. 



-emzelnen Elemente am ttbersiehtliehsteo (Fig. 120) aus dem 
folgenden Schema!*''^': 

Fällt Gj in G, so fällt C, ebenfalls in G und C dalier 
in U. Da gleiülizeitig B^ in H fällt<'«>l, so fällt T, eben- 
falls in H und daher f 
in //. Die von C und 
r beschriebenen Punkt- 
reihen sind daher in pei- 
spelttiver Lage"*'; die 

Verbindungslinie 
e ^:=Cr, die Polare des 
Punktes E, beschreibt 
daher einen zu ff^ pro- 
jektiven Strahlenb iiach el 
erster Ordnung, dessen 
luit ßj bezeichnen wollen. Das Ergebnis 




TVIittelpunkt 



in dem Satze: 



1. Zeichnet man sämtliche 
Polarfelder des Büschels, in- 
dem man der Seite g der 
Reihe nach jeden Punkt G^ 
der Diagonale u als Pol zu- 
weist, and bestimmt in jedem 
dieser Polarfelder die Polare 
des festen Punktes E, so er- 
hält man einen Strahlen- 
bttschel erster Ordnnng E^, 
der projektiv auf die von 
Gj in V beschriebene Pnnkt- 
reihe bezogen ist. 



1. Zeichnet man sämtliche 
Polarfelder der Schar, indem 
man der Ecke G der Reihe 
nach jeden Strahl 3, des 
Diagonalpnnktes U als Polare 
zaweistjund bestimmt in jedem 
dieser Polarfelder den Pol 
der festen Gerade e, so er- 
hält man eine Punktreihe 
erster Ordnung fj, die pro- 
jektiv auf den von ^, um ü 
beschriebenen Strahlen blischel 
bezogen ist. 



Weil alle Polaren von E durch J5, hindurch gehen, 
bilden E und E^ ein Paar konjugierter Punkte''"'* fttr jedes 
Polarfeld des Büschels. Nennen wir zwei solche Punkte 
absolut konjugiert^ 1 



, Jedem Punkte E ist hin- 
■sicJuUcli aller Polarfelder des 
Büseliels ein he»timmter Punkt 
.Ej konjugiert. E und E, 



2. Jede^- Gerade e ist hin- 
sichtlich aller Polarfelder der 
Seltar eine bestimmte Gerade 
e^ konjugiert, e und e^ werden 
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werden zwei (JdnsißliÜv-h d<-s 1 zwei [kinsichtUck der Schar oder) 
BüsclieU oder) absolut konju- ahsoltit konjugierte Geraden 
gierte Punkte genannt | genannt. 

197, Konstruktion des absolut konjugierten Punktes, i' 

Wir babei] gegeben"^''', dafs ein dem Punkte S hinsichtlieh 
sämtlicher Foiarfelder des Büschels konjugierter Punkt E^ 
existiert. Jetzt wollen wir zeigen, wie man E^ ündet. 

1. Aufgabe: Den Punkt zu I 1. Aufgabe: Die Gerade zu 
zeichnen, der einem gegebenen zeichnen, die einer gegebenen 
Punkte absolut konjugiert ist. j Gerade absoliit konjugiert ist. 

Wir legen durch E (Fig. 121) eine beliebige Gerade, 
die die Träger ghu in (7, Ä, G^ schneidet; die homologen 
Punkte, die wir C Ä 7/^ nennen, liegen in einer Gerade*'^'', 
die die Verbindungslinie E U im Punkte X treffen möge. 
Schneidet die Verbindungslinie X G^ die Träger g und /* 
in D und r, so bilden CD f A ein Viereck, von dem X 
und U zwei Diagonaipunkte sind. Wir behaupten, dafs der 
dritte Diagonalpunkt, der Schnittpunkt der Gegenseiten CT 
nnd D A, der dem Punkte E absolut konjugierte Punkt -E, ist. 

Beweis : Betraeiiten wir das Viereck EXG^H^ 
(vergl. 133), so sehen wir, dafs zwei Paar Gegenseiten die 
Träger g und h in homologen Punkten schneiden; es müssen 



XG, 



daher auch die Gegenseiten E H^ 
und h in homologen 
Punkten sehneiden^^*^'; 
E H^ schneidet also g 
nnd /( in den den Punk- 
ten D und r homologen 
Punkten i>, und Tj. — 
Dnrch die Zuweisung 
(*? Q^) ist ein Polarfeld 
des Büschels bestimmt, 
für welches C der Pol 
Ton C[ öj and r der 
Pol von Tjöa, er also 
die Polare von E ist. 
— Durch die Zuweisung (G S^) ist ein zweites Polarfeld 
bestimmt, für welches G^ der Pol von h ist'''*''. Für dieses 
Poiarfeld ist D der Pol von D^ H^ und A der Pol von 
Ä, ö„, -Da also die Polare von E. h\ ist mithin der 
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II. 



i Polarfeld. 



Sehnittpankt zweier Polaren dee Punktes E und daher dem 
Punkte E absolut konjug:iertt'^''>. ~ 

Ans dem Viereck CDft ergiebt sich noch, weil die 
Gegenseiten des Diagonalpunktes V durch die beiden atulerii 
Diagonafpunkte £^ und X harmonisch getrennt werden'^*') 
und E in der Diagonallinie X V liegt, der Lehrsatz (der 
sich auch als eine Folgerang aus Nr. 192^ betrachten liefse): 



2. Je zwei absolut konjt 
gierte Punkte werden durch 
die Gegenseiten <j und /i 
harnioDisch getrennt. — 



2, Je zwei absolut koiyu- 
frierte Geraden werden durch 
die Gegenecken G und H 
harmonisch getrennt. — 



Da wir die eben angegebene Konstruktion noch mehr- 
mals anzuwenden haben, so fassen wir sie in Übersichtlicher 
Form zusammen (Fig. 121): 

3. Um den dem Punkte E für den Büschel {gh) absolut 
konjugierten Punkt E^ zu finden, projizieren wir aus £zwei 
beliebige homologe Punkte G^ und E^ von m". Werden die 
Träger g und h von dem Strahle E(G^) in C^ und A,, von 
dem Strahle E{H„} in i?, und T, geschnitten, so ist der 
Schnittpunkt Ej^ von C V und I) A der dem Punkte E 
absolut konjugierte Punkt, 
z Zusatz. Fällt der Punkt E zusanmien mit einem Punkte 

A (Fig. 122), in dem die Gerade C V von der Verbindungs- 
linie der homologen Punkte C^ 
und fj geschnitten wird, so livfst 
sich der dem Punkte A absolut 
konjugierte Punkt A, vei-mittelst 
des Viereclis C C, f r, zeichnen. 
— Für das Polarfeld (GA) ist C, 
der Pol von CA und r der Pol 
von r^ B, (7j r also die Polare 
von A. — Für das Polai-feld (GB) 
ist 6' der Pol von C, Ö und f, 
'"^•"'- der Pol von f A, Cr, also die 

Polare von A. Die Geraden C^ f und C f^ sehneiden sich 
also in dem dem Punkte A absolut konjugierten Puukte A^ : 
Sind C 6'j irgend zwei | Sind e <-■, ii-gend zwei 
homologe Punkte von g- und 1 homologe Strahlen von G- 
r r, irgend /.wei homologe | und y y^ irgend zwei homo- 
Punkte von /(■-, so bilden [ ioge Strahlen von 77-, so 
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C C| r r^ ein Viereck, von I bilden c-c^y/j ein Vierseit, 

ilem U ein Diagonalpiinkt ist. | von dem u eine DiagonalUnie 

Die beiden andern Oüisonai- [ ist. Die beiden andern Dia- 

pnnkte sind zwei absolut gonalHnien sind zwei absolut 

lionjngierte Punkte. I konjugierte Geraden. 

198. Die Kurve der absolut konjugierten Punkte, i» 

Um zum Punkte E den absolut konjugierten ft', zu zeichnen, 
legten wirfä') durch J'J eine beliebige Gerade, die die Träger 
ijhu in Cj A, (?2 schnitt (Fig. 121). Lassen wir nun den 
Punkt E anf dieser Gerade sich bewegen, so bleiben aufser 
C, Ä, G auch die Punkte C ä H^ fest. Bewegt sich daher 
-Ein C,A,, so besehreibt X, weil EVX in einer Gerade 
liegen, in CA eine zu E Perspektive Punktreihe und wir 
haben'«' *J: 

Die konjugierten Punkte E^ stellen sich also als die 
Schnittpunkte homologer Strahlen zweier projektiven Strahlen- 
bliBchel dar, d. h.<*^' sie bilden eine krumme Pnnktreihe. — 
Ans dem Viereck C LDV geht hervor, dafs die Gegenseiten 
C(r) und Ä {D) die Diagonale u in homologen Punkten der 
diagonalen Involution''^'^' und die Gerade G^ A^ in homo- 
logen Pöükten ihi'er Hauptinvolntion*^^'^^' schneiden. Die 
Kurve der absolut konjugierten Punkte ist also identisch 
mit der Kurve der Pole von C^ Ä^ für die Polarfelder des 
BlisehelsC^W: 

Dk den Punkten einer Ge- Die den Siralden eines Pank- 

rade e absolut konjugierten tes E absolut konjugierten Ge- 
Punkte bilden eine sur Punkt- roden bilden einen zum Strah- 
reUie e projektive krumme lenhüsehel E projektiven krum- 
Punktreilie^ die mit der Pol- men StraUenbügchd, (ler mit 
htrve von e identisch ist. dein PolarenhüscJiel von E 

identisch ist. 

199. Zweite Konstruktion des absolut konjug-ierten ig 
Punktes. Wir fanden""' den dem Punkte E absolut kon- 
jugierten Punkt -Ej, indem wir zu E die Polaren zeichueten 
itir die Polarfelder ((? G.) nnd {G B^). Wir geben jetzt 
noch die besondere Konstruktion, die sieh ergiebt, wenn 
man die Poiarfelder (G (t)"»^«) und (G H) zur Zeichnung 
von E^ wählt. — Schneidet EH (Fig. l'J3) den Träger g 



y Google 



238 



II. Das rolarfeld. 



in C^ und EG den Träger h in. r^, so ist, weil für das 
Polarfeid {G R] das Dreieck U G H ein Po]dreicelcli^*"> ist, 
C der Pol von EB nnd f der Pol von EG, Cr aleo die 
Polare von E. Ferner sind von dem Viereck C\ Tj G II die 
Punkte ü nnd E zwei Diagonalponkte ; zeichnet man noch 
den driften, den Schnittpunkt ß von GH und C^ f^, so 
geht die Verbindungslinie VB, weil sie von E durch 3 und 
h harmonisch getrennt ist, ebenfalls durch den konjugierten 
Punkt £j''*^'>. Dieser ergiebt sich also als der Schnitt- 
punkt von C r und U B. 
z Zmatz. Diese Konstruktion führt uns zu einem 

wichtigen Satze über die Hauptstrahleniuvolution , welche 
die Gegenseiten g^ und h- und die diagonale Involution u"^ 
in einem beliebigen Punkte E induzieren"^*". Wir wenden 
unsere Aufinerksamkeit der Gerade zu, die 
den Punkt E mit seinem absolut konjugierten 
Ej^ verbindet, um nachzuweisen, dafs der 
Strahl E (Ej) in der Hauptinvolation von E 
dem Strahle E(U) homolog ist — In der 
ersten der beiden Strahleninvolutionen, durch 
welche g- und h- aus E projiziert werden, 
dem Strahle E{U) der Strahl E(G) 
homolog; diesem entspricht, weil E{G) den 
Fig, 123. Träger h {Fig. 123) in f, schneidet, in der 
zweiten Involution E(r). Ferner ist dem Strahle £(C^) in 
der zweiten Involution der Strahl E(H) homolog; diesem 
entspricht, weil E (H) den Träger y iii C, sehneidet, in der 
ersten Involution der Strahl E{C). Der dem Strahle E[Ü) 
in der resultierenden Livoiution homologe Strahl ist alsoi'*^' 
der von E{U\ dmehElD und-E(C) harmonisch getrennte. 
Dies ist aber E [E^^j, neil, wie sich aus dem Viereck 
GBCiV^ ergiebttä^«', L\EB.GB) ein harmoniaeher Wurf 
ist, E^ also'^''' von UE durch C und T harmonisch ge- 




trennt wird: 

In der HmipUtiahlenii 



•obi- 



tion, welc/ie durch die Gegen- 
seiten g- und h^ und die dia- 
gonale Involution u- in einem 
beliebigen Punkte E induziert 
wM, Bind die beiden StraJden, 
welche durch denDiagonalpunkt 



In der Hauptpunktinooluticm, 
loelche durch die Gegenecken G^ 
und H^ und die diagonale In- 
volution ü° in einer beliebigen 
Gerade e indujHert wird, nim! 
die beiden Punkte, welche in 
der Diagonallinie u und der 
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U uml den aholut konjugierten 1 absolut koiijuffmten Gerade e, 
Punkt Ej qüien, ttnandet bez/en immder homolog, 
homolog. | 

Anmerhing. Wir haben den vorstehenden Satz unmittelbar a 
aus der Konstruktion des absolut konjagierten Punktes ab- 
geleitet, trotzdem wir ihn ans Nr. 188 hätten folgern können. 
Da nämlich zu den Polarfeldem des BUschels aach dasjenige 
gehört, welches darcli den Punkt E als Ordnungspunkt be- 
stimmt ist, nnd ftlr dieses"*ä'> die Polare von E der Strahl 
von E ist, welcher in E- dem Strable Eiü) homolog ist, 
so mufs dieser Strahl als eine der Polaren von E durch -E, 
gehen 1'"'^''. 

200. KonstFuktion eines Polarfeldes mit ^e^rebenem 200- 
Orclnmigspunkte. An den vorstehenden Satz knUpfen 
wir die Konstruktion, auf die wii- bereits'™** hingewiesen 
haben. 



1. Aufgabe: Die Kurve der 
Sdtar zit zeichnen, welche eine 
gegebene Gerade berührt. 



1. Aufgabe: Die Ordmmgs- 
kurve des Büschek zu zeichnen, 
welche durch einen gegebenen 
Punkt geht. 

Wenn wir diese Aufgabe aussprechen, ohne den Begriff 
eines Büschels von Polarfeldem zu benutzen, so erkennen 
wir, dafs sie identisch ist mit der in Nr. 100 gelüsten: Eine 
Kurve zu zeichnen, tilr die ein Punkt und zwei konjugierte 
Punktinvolutionen gegeben sind. 

Von dieser Fundamentalaufgabe geben wir an dieser 
Stelle eine zweite Lösung; eine dritte folgt in Nr. 203. 

Da wir die bisher benutzten Bezeichnungen beibehalten, 
so genügt es, den fiang der Lösung anzugeben. — Wir 
zeiehnenC"! den Punkt E^ (Fig. 124), welcher dem gegebeneu 
Punkte E absolut konjugiert ist. Die Strahlen ElU) und 
E(E^) sind einander homologf™ ^1 in der Hanptinvolufion, 
welche die gegebenen Ponktinvolationen g- und h- in E 
induzieren'''"', und schneiden daher*'^^"' die Diagonale u in 
zwei konjugierten Punkten J und J^. Zum Punkte J zeich- 
nen wir<'^''> den ihm in der diagonalen Involution homologen 
Punkt K und zu J^ den homologen Punkt Ä",. Es sind 
dann aach K und AT, zwei einander konjugierte Punkte'"'^'',, 
so dafs die konjugierte Involution der Diagonale J"J,. ff Ä", 
ist. Da U der Pol von u isi^^^^'\ so ist der von h durch 
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U und u Larmoniaph getrennte l'tinkt /'eiii zweiter Kiirven- 
punkt'^^'*. Wir erhalten also'^*"' die Kurve, indem wir die 
koDJngierte Invointion JJ^ . K K, aus E und F projizieren. 
— FUr die Ausführung der Konstruktion ist noch zu be- 
merken, dafs ./j der Schnittpunkt der Tangenten in E und 
F ist(^^>; wenn wir also noch den Schnittpunkt der Strahlen 
E(K^) und F(K) durch L bezeichnen, so können wir die 
Kurve aue den drei Punkten E F L und dem Schnittpunkt 
i der Tangenten in E und F zeichnen'^''*, 
e Zusatz. Hat die Inroliition p- die Ordnungspunkte M 

und M^, so sind E[M) ujid E{M^) zwei homologe Strahlen 
der Hauptstrahleuiüvolution fi'<i«i>i und schneiden daberl'^'.) 
die Diagonale in zwei konjugierten Punkten. Wir kommen 
also für den Fall, dafs g'^ Ordnungspunkte hat, zurück auf 
den Satzi*''*, dafs zwei Kurvenpunkte M und Jtf,, die mit 
V in einer Gerade liegen, aus einem beliebigen Kurven- 
punkte E durch zwei Strahlen projiziert werden, die die 
Polare von L' in zwei konjugierten Punkten schneiden. 

li 201. Die absolut konjug-ierten Punkte als Ordnungs- 

punkte. In Nr. 18S haben wir die Bedeutung der Haupt- 
strahleninvolution E- eines beliebigen Punktes E fUr das 
durch g- h- und E bestimmte Polarfeld erkannt. In Nr. 195) 
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sahen wir dann, dafa diese Haiiptatrableninvolation E- auch 
in Ueziehnng steht zu dem dem Punkte E absolut kon- 
jugierten Punkte -E,: der Strahl E{E^] ergab sieh als der 
dem Strahle E{U) in E- homologe. Aus diesen beiden 
Beziehungen ergiebt sich nun noch ein Zusammenhang 
zwischen zwei absolut konjugierten Punkten und der Haupt- 
punktinvolution ihrer Verbindungslinie EE^. 

Schneidet der dem Strahle E{U) in E- homologe die 
Träger ghu (Fig. 125) in CT ^, so sind E{G) und E{C^), 
E{H) und E(y^) ebenfalls homologe Strahlen der Haupt- 
involution E-'i*''.) und schneiden A und g in zwei Punkten A, 
und D^, die mit -4 in einer Gerade liegenC^"^''. Der dem 




Punkte E absolut konjugierte E, liegt"^' in E{C) und ist von 
ii^ durch (7 und r harmonisch getrennt*"^''. Wir können ihn 
also zeichnen vermittelst des Vierecks C^ Tj D^ A^, von dem U 
und E zwei Diagonalpunkte sind; zeichnen wir noch den 
dritten Diagonalpimkt, den Schnittpunkt X von C^ V ^ und 
Uj A, , so schneidet die Diagonallinie X U die Gerade E C 
in dem von E durch C und r harmonisch getrennten Punkte'^*'', 
d. i. in E^. Bezeichnen wir den Punkt, in dem CV 
von C, r, geschnitten wird, durch A, so bilden auch A A . EE^ 
einen harmonischen Wnrf'-*'\ y\ A mid C V sind also zwei 
Paar homologe Punkte der durch die Ordnungapnnkte E und 
-E, bestimmten Involution'*'*'. l>er Wurf ^1 A . C r bestimmt 
aber die Hanptpunktinvolution der Gerade £E,("^i>: 

BCger, Eb&Qä Geoiu&trle der Loge. IG 
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1. Zwei abs^olut konjugierte 
Punkte sind die Ordnunjc^- 
punkte der Hauptpiinkt- 
involution ihrer Verbindcngs- 
lioie. — 

Die Umkehruiig dieses f 

2. Hat eine Hanptpunkt- 
involution zwei Ordnungs- 
punkte, so sind diese ein- 
ander absolut konjugiert, 

ist richtig, ■weil jede HauptpunktüiTolution den Polärfeldern 
des Büschels adjungiert ist"^*'' und die Ordnimgspunkte einer 
adjangierten Involution einander konjugiert sind'"*'"'. 

)i '202. Drei Büschel von Polärfeldern. Ebenso wie 
die Oegenst-iten g' und Jr einen Biischel von Polarfeldern 
bestinimen, so besfimmen auch g- und die diaguiiale 



1. Zwei abisolnt konjugierte 
Geraden sind die Ordnungs- 
btrahlen der Hauptstrahlen- 
ini olution ihres rifhnitt- 
]jnnktes. — 

itzes: 

2. Hat eine Hauptstrahlen- 
involution zwei ürdnungs- 
strahlen, so sind diese ein- 
ander absolut konjugiert. 



voiulion II- und ferner li 
Polarfeldern. 

1. Die drei Büschel (gh) 
(g u) ß )() beatintnien in je- 
dem Punkte l'J eine und die- 
selbe Hauptstrahleninvolution 



je einen Büschel von 

1. Die drei Hcharen (,fT//) 
[G U) {II ü) bestimmen in 
jeder Gerade e eine und 

dieselbe Hauptpunktinvo- 
lution e^. — 

Ist T eine beliebige Gerade, welche die Träger g/iu 
in C r ^ schneidet und von der Gerade, in der die drei 
homologen Punkte Cj r^ B liegen, in A geschnitten wird, 
so ist die Hauptiiunktinvolntion von a'^^'^> 

Cr..lA; 
CA.r A; 
r ,1 . CA. 

2. Die drei Scharen {GH) 
{G U) (H ü) erzeugen in 
jedem Punkte drei Haupt- 
strahleninvolutionen, von 

denen je zwei komponierende 
der dritten sind. Immer zwei 
dieser Hauptsti-ahleninvolu- 
tionen haben Ordnungsstrah- 
len, die dritte nicht; das eine 



für den Büschel [gU) 

für den Büschel (gu): 

für den Bltsehel (A u) 

2. Die drei Büschel {gh) 

(g m) {h u) erzeugen in jeder 

Gerade drei Hauptpunktinvo- 

lutionen, von denen je zwei 

komponierende der dritten 

8ind"6''i). Ininser zwei dieser 

Hanptpnnlitinvolutionen 
haben Ordnungspunkte, die 
dritte nicht <•"=*; das eine 
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Pair der Ordnungspankte [ Paar der Ordnun^sstrahlen 
wird dnrch das aadere har wird durch das andere har- 
moiiistb fretrennt"^'"' | mynisch getrennt. 

l\ie wir den dem Pnnkte E fllr ig h) absolut kon- 
jugierten Punkt -C, gezeichnet haben"' ■>, so können wir 
auch den dem Punkte E für {c/u) konjugierten Punkt L 
und den ibm für [hv] konjugierten Punkt M zeichnen. 
Dieselben Betrachtungen wie die m Nr 199 Z angestellten 
zeigen dann (Fig 12^), dafs m der resultierenden Involution 
von £ der dem Htrahle E{G) homologe E(A,) durch L und 
der dem Strahle E{II\ homologe E(D^) durch M geht; und aus 
Nr. 197, folgt, dafs Z von E durch g und n und M von E 
durch A und n harnioniseb getrennt ist Diese Punkte L 
und M nun können wir dnrch eine Fortsetzung der in der 
vorigen Nummer begonnenen Konstraktion linden. Be- 
zeichnen wir noch den Punkt, in dem u von Cj r^ geschnitten 
■^vird, durch B (Fig 12t3), so zeigt das Viereck ABE^X, 




von dem zwei Paar Gegenseiten sowohl ^ als h in kon- 
jugierten Pmiktpaaren schneiden, dafs die Seite E, B die 
Träger g und h in den den Punkten i>, und Äj homologen 
Punkten D und A schneidet. Da E E^ . A yl vier harmonische 
Punkte'-"'', mithin !i [E E^. fi Ä) vier harmonische Strahlen 
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sind, so wird SA, von B E^ in dem von E durch C, und 
G^ harmonisch getrennten Punkte gesehnittent^'«'; ebenso wird 
£Z>^ von B E^ in dem von E dnrch T, und U[ harmouiscb 
getrennten Punkte geschnitten. Diese Schnittpunkte sind 
also die dem Punkte E für den Büschel {g u) und für den 
Büschel {hu) absolut konjugierten Punkte L und M; denn 
sie liegen in den den Strahlen E{G) und E{H) in der 
Hauptstrahleninvolution E- homologen Strahlen E{L^] und 
E{I>^) und sind von E durch gu und Am harmonisch ge- 
trennt : 



3. Die drei Punkte Ej L M, 
du einem beliebigen Punkte E 
p.r die Büschel {g h} (g u) (h u) 
absolut konjugiert sind, liegen 
in einer Gerade. Diese Gerade 
schneidet (Fig. 1^6) ^Am in 
drei Punkten D LB, denen 
in g- h^ u'^ homolog sind die 
drei Punkte i*, Ä^ A, in denen 
g hu geschnitten werden von 
den Strahlen, welche in der 

Hauptstrahlen Involution E'' 
den Strahlen E[HG U) ho- 
molog sind. 



3. Die drei Geraden e, 1 m, 
die einer beliebigen Gerade e 
für die Scharen (GH){GU) 
(H U) absolut konjugiert sind, 
gelten durch einen Punkt. Die- 
ser Punkt wird aus G H U 
durch drei Strahlen däh 
projiziert, denen in G^ fl^ W' 
homolog sind die drei Strah- 
len </j ä^^ a, durch welche aus 
G H U die drei Punkte pro- 
jiziert werden, welche in der 
Haaptpunktinvolutiou e- den 
Punkten e{hgu) homolog sind. 



'3 203. Allg-emelne Kupvenkonstpuktlon. Der Punkt L 
(ebenso wie der Punkt M.\ den wir in der vorigen Nummer 
als den dem Punkte E für den BUschel (^m) absolut kon- 
jugierten Punkt gezeichnet haben, gewinnt eine neue Be- 
deutung, wenn wir beachten, dafs er in dem Strahle liegt, 
welcher dem Strahle E{G) m der Hauptstrahleninvolution PP 
homolog ist. Dieser Strahl schneidet"*'»* die Diagonale u 
in dem Punkte ö,, welcher für das durch g- und h* und 
E bestimmte Polarfeld der Pol von g ist. Der Punkt L ist 
also, weil er von E durch den Punkt ö, und seine Polare g 
harmonisch getrennt ist, ein Punkt der Ordnungskurve dieses 
Polarfeldes, so dafs wir diese Ordnungskurve erhalten***^*, 
wenn wir die Involution g'' aus E und L projizieren. IHe 
Konstruktion dieser Kurve und die Konstruktion der Haupt- 
strahleninvolution E" sind also im Grunde zwei identische Auf- 
gaben, und die in Nr. 200 gegebene Lösung, die sich auf 
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die KoiiRtmktion des dem Punkte E für den Büiehel (gh) 
absolut konjugierten Punktes E^ stützt, unterscheidet bich 
nicht wesenthch von der folgenden — 



Aufgabe Eine Kurve 
zen.hnen, für die ein Pinkt 
Hüll zwei konjugierte Punkt 
tmolutionen gegeben tmi 



Aufgabe Line Rvne ~u 
•eiüinen^ für die tme Tangente 
und zwei konjugierte 'ntta/ikn 
Involutionen qeqden smd 




Den gegebenen Punkt wollen wir (nicht wie bisher 
durch E, sondern) durch S bezeichnen und den ihm für 
den Büschel [gu) absolut konjugierten Punkt (den wir bis- 
her durch L bezeichneten), durch 5,. Wir haben dann die 
Konstruktion der !Nr. 197g von dem Büschel {g h) auf den 
Bttschel(^M) zu übertragen: 

Wir projizieren aus S (Fig. 127) zwei beliebige homo- 
loge Punkte L und ij von A^. Werden die Träger g und u 
von dem Strahle ^{A,) in C^ und G^, und von dem Strahle 
S (A) in i?j und B geschnitten, so ist der Schnittpunkt S, 
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von C A und H H^ der dem Punkte -S für den Büschel (> w) 
absolut konjugierte Punkt. 

AnsfUhrung der Konstruktion: Wir legen durch S eine 
beliebige Gerade, die die Träger ghu in C^ A, G^ schneidet; 
die homologen Punkte, die wir C L B^ nennen, liegen in 
einer Gerade"'^*, die die Verbindungslinie S ff in dem Punkte 
Y treffen möge. Schneidet die Verbindungslinie TA, die 
Träger g nnd ;( in i> und .d, so bilden CDAH^ ein Vier- 
eck, von dem und Y zwei Diagonalpunkte sind. Der 
dritte Diagonalpunkt, der Schnittpunkt von CA und D H^, 
ist der dem Punkte S absolnt konjugierte Punkt S,. Pro- 
jizieren wir die Involution g'^ aus S und S^, so erhalten wir 
die gesuchte Kiure, 

Bemerkungen zur Konstruktion: Die gezeichneten Linien 
liefern uns noch weitere Kurvenpnnkte. Das Viereck S Yi A,, 
von dem zwei Paar Gegenseiten sowohl g' als ü in homologen 
Punkten sehneiden, zeigt, dafs auch die Gegenseiten TA, 
und S Ä die Geraden g und u in homologen Punkten 
schneiden, dafs also S A den Träger g in D^ und den 
Träger u in B schneidet. — Die Strahlen S{€,) und S^ {€) 
liefern, weil sie durch die homologen Punkte C, und C von 
g'^ gehen, den neuen Kurvenpunkt K und die Strahlen S {D^) 
nnd S^{D) den Kurvenpunkt K^. — Zwei Paar Gegen- 
seiten des Kurvenvierecks S S^KK^ schneiden die Diagonale 
in homologen Panktpaaren 0^ H^ und Ä B der diagonalen 
Involution; es schneidet daher auch das dritte Paar Gegen- 
seiten SSj^ und KK^ die Diagonale u in zwei homologen 
Punkten ö, und H^ von m^. Weil nun S [S^ nach unserer 
Konstruktion dem Strahle S{Q) in der Hauptstrahleninvolntion 
S^ homolog ist, so ist G^ der Pol von ^"kssI yn^ folglieh"'-'' 
H^ der Pol von h; wir erhalten daher'^'"' die Kurve auch 
durch Projektion der Involution J? aus K^mAK^. — Weil 
der Pol von S S^ m g und der Pol von K K, in h liegt, 
so sehneidet die (in der Figur nicht gezeichnete) Diagonal- 
linie des Kurvenvierecks S S^^K K^, welche den Gegenseiten 
SSj und KK^ zugeordnet isf^^^', den Träger g in dem 
Schnittpunkte der Tangeuten*^^' von S und S^ und den 
Träger k in dem Schnittpunkte der Tangenten von K und K^. 
A Antmrhtng. Ein besonderer Fall dieser Konstruktion 

ist die in Nr. 100 gegebene. Dadurch dafs wir nicht von 
einem beliebigen Strahl des Punktes S, sondern von dem 
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Strahl S (H) ausgingen, liefs sich die Konstruktion von dem 
Begriff der absolut konjugierten Punkte befreien und soweit 
vereinfachen, dafs sie gleich nach der Einführung der kon- 
jugierten Involution begründet und zur Grundlage unserer 
Darstellung der Geometrie der Lage jjemaeht wetden konnte. 

204. Andere Deflnition dep Ordnni^skupve, Ans aoi 

der vorhergebenden Konstruktion läfst sieh noch ein wich- 
tiger Satz ableiten. 8e!meidet (r, i?, (Fig. 128) den Träger h 
in E, so bilden die Punkte Ct/\E ein Viereck, von dem 
zwei Paar Gegenseiten durch die homologen Punkte G H 
und G^ //„ der diagonalen Involution gehen. Da die fünfte 
Seite Ä D^ durch B gelit, so niufs die Seite C E durch A 
gehen'" ''■'>. Bezeichnen 
wir noch den Schnitt- 
punkt von Ca und C, L^ 
dareh B, so ist die Haupt- 
punktinvolution"'^'' von 
C, a, bestimmt durch 
C, A, . e„ B. Unser Vier- 
eck C L'D^ E zeigt nun, 
dafs auch S und K 
zwei homologe Punkte 
dieser Involution sind. 
Zeichnen wir also in 
jedem durch den Punkt S 
gehenden Strahle den B 
ihm in der Hauptpimkt- 
invohition dieses Strahles homologen Punkt, so erkennen 
wir, weil K auf der durch S als Ordnungepunkt be- 
stimmten Kurve liegt'^"*', den 




Lehrsatz: Die Punkte, wel- 
che einem festen Paukte in 
den Hanptpunktinvolutionen 
der durch ihn gehenden 
Strahlen homolog sind, liegen 
in einer Kurve zweiter Ord- 
nung; diese Kurve ist identisch 
mit der Ordnungakorve des 
Büschels, die durch den festen 
Punkt geht. 



Lehrsatz : Die Strahlen, 
welche einer festen Gerade 
in deu liauptstrahleninvoln- 
tionen der in ihr liegenden 
Punkte homolog sind , wm- 
bUllen eine Kurve zweiter 
Ordnung; diese Kurve ist 
identisch mit der Ordnungs- 
kurve der Schar, die die feste 
Gerade berührt. 
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II. Das Polarfelrt. 



.n 205. Projektive Vepwandtschatt zwischen einem 
Büschel von Polarfeldepn und einem Gpundgebilde. 

rur manche Sätze erhält man eine bequeme Ausdracltsweise, 
wenn man den Begriff der projektiven Verwandtschaft auf 
die Polarfelder eines BiischelB ausdehnt; wir werden m 
dieser Erweiterung des Begriffes der projektiven Verwandt- 
schaft durch den Satzl'*-») geführt, dafs wir die sämtlichen 
Polarfelder eines Büschels erhalten, wenn wir den Punkt ö^ 
die Diagonale u durchlaufen lassen. 



. Definition. Ein Büschel 
(g h) von Polarfeldem und ein 
Grundgebikle heißen projektiv, 
wenn das Grundgehilde projek- 
tiv auf die Punktreihe der Pole 
G| von g bezogen wt. 



1. Definition. Eine Scliar 
(Gr H) von Polarfeldem und ein 
Gmndgebilde heißen 'pnjektiv, 
wenn das Grundgebilde projek- 
tiv auf den Strahlenbüschel der 
Polaren g, von G bezogen ist. 



Mit Htllfe dieser Definition können wir den Satz in 
Nr, 196, so fassen-. 



2. Ein gerader Strahlen- 
büschel E ist projektiv auf 
den Büschel von Polarfeldern 
bezogen, wenn man jedem 
Strahle dasPolarfeld zuordnet, 



2. Eine gerade Punktreihe 
e ist projektiv auf die Schar 
von Polarfeldem bezogen, 
wenn man jedem Punkte von 
Polarfeld zuordnet, für 



für welches er die Polare welches er der Pol der seinem 

des seinem Mittelponkte E Träger absolut konjagierten 

absolut konjugierten Punktes Gerade e, ist. 
E, ist. 

Femer ergieht sieh aus der Bemerkung in Nr. 1Ü5, 

dafs die Pole E einer Gerade e projektiv auf f?, bezogen 
sind: 



3. Eine PoIkur\'e e, - ist 
projektiv auf den Büschel 
von Polarfeldem bezogen, 
wenn man jedem Punkte von 
e^^ das Polarfeld zuordnet, 
für welches er der Pol der 
zugeordneten Gerade e ist. 



3. Ein Polarenbttschel E^^ 
ist projektiv auf die Schar 
von Polarfeldern bezogen, 
wenn man jedem Strahle von 
Ej^^ das Polarfeld zuordnet, 
für welches er die Polare des 
zugeordneten Punktes E ist. - 



Hat die Involution g^ die Ordnungspunkte K und K,, 
so hat jedes Polarfeld des Büschels eine Ordnungskurve*'^''. 
Ein solcher Punkt ff(Ä"i), durch den sämtliche Ordnungs- 
kurven hindurchgehen, soll ein Grundpimkt des Büschels 
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genannt werden. — Ist c eine beliebige durch den Grand- 
punkt K gebende Gerade, welche u m A schneidet, so er- 
hält man die durch die Zuweisung (ff ff,) bestimmte Ordnungs- 
kurve, wenn man die konjugierte Inyolntion G ff, . fl/Z^^'J^iJ 
von u aus K und -ff, projiziert'*^'. Ist also A^ der dem 
Punkte Ä in dieser Involution homologe Punkt, so ist der 
Schnittpunkt A von K{A) und K^{A^) ein Pnnkt der Ord- 
nungsktirve des Poiarfeides {ff ff,). Da nun, wenn G^ die 
Diagonale %t durchläuft, der Punkt A^ eine zu ff, projek- 
tive'"'''>> und A in c eine zu A^ Perspektive Panktreihe be- 
sehreibt, so haben wir: 



4. Eine gerade Panktreihe, 
deren Träger durch einen 
GnmdpanktdesBUschelsgeht, 
ist projektiv auf den Büschel 
bezogen, wenn man jedem 
Punkte der Gerade das Polar- 
feld zuweist, dessen Ordnun^s- 
kurve durch ihn hindurchgeht. 



Ein gerader Strahlen- 
el, dessen Mittelpunkt 
in einer Grundseite der Schar 
liegt, ist projektiv auf die 
Schar bezogen , wenn man 
jedem Strahl das Polarfeld 
zuweist, dessen Ordnungs- 
kurve ihn berührt. 



§ 18. Die Involution dritter Ordnung. 
206. Projektive Verwandtschaft einer geraden und ^"^ 
einer krummen Punktreihe. 

Aufgabe: Eine gerade und eine krumme Punktreihe 
projektiv so aufeinander zu beziehen, dafs drei Punkten 
der einen drei Punkte der andern homolog sind. 
Sollen die Punkte yl, B, C, 
der krummen Punktreihe f^ den 
Punkten ABC der geraden 
Punktreihe p homolog sein, so 
projizieren wir aus einem be- 
liebigen Punkte von p^ fin der 
Figur 129 aus A^) die Punkte 
ABC der Gerade p auf p^ und 
beziehen die erhaltene Punkt- 
reihe Aj Bj r, und die gegebene 
A^ B^ 6\ projektiv aulfeinander 
durch Konstruktion der Projek- 
tionsachse u^''*\ indem wir den 
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Pnnkt, in welcliem -A^B von A, i?j geschnitten wird, ver- 
binden mit dem Punkt, in welchem A^ C von A, C^ ge- 
schnitten wird. Zu einem beliebigen Punkte B^ von p'^ er- 
halten wir dann den homologen I> von p, indem wir den 
Pnnkt, in welchem A, B^ die Projektionsachse schneidet, 
ans Äj auf p ]irojiKicren. 

' 207. Involutorlsehe Verwandtschaft einer g-eraden 
und einer krummen Punktreihe. Wichtiger als der eben 
behandelte allgemeine Fall ist ein besonderer. Wir nehmen 
an, dafs die Geraden, welche die Punkte B und C von p 
ans dem Kurvenpnnkte Jj projizieren, p* in den Iiomologen 
Punkten C^ und B^ seimeiden nnd dars zugleich die Ver- 
bindungslinie B, C, durch den dem Punkte A, homologen 
Punkt A geht (Fig. 130). Nach dieser Annahme entsprechen 
also den Punkten A, B^ (von p-) und C (von p), die in 
einer Gerade l'egen die Ecken eines Dreiecks A B C^, 
dessei Se te I rch 1 e Punkte i B^^C gehen. 

1 ^o e en sole/e Bei-ck ABC^, (ksaen Seiten 

l rcJ de len Gege ecke Jon logen Punkte gehe)i, wollen 

nr sage d fa es perspekti u ien drei Punkten A^ B, C 

liegt u l lon einer ge ade und krummen Punkireüie, 

de n de a gegebe e H e e projektiv aufeinander he- 

ogen s l lo/e se ol to s I liegen. 

Losen \ i für die-ie Lage der drei Punkte ABC und 

! o nloge 1 _B t die Aufgabe, die beiden 

P inktreihen projektiv auf- 

e lander zu beziehen, so 

liaben wir<*J''' die drei 

Punkte ABC aus A^ auf 

die Kurve zu projizieren. 

Da jetzt die Punkte B^ 

und r, in C, und .S^ fallen 

(Fig. 130), 80 ergiebt sich 

als Projektionsachse die 

Gerade, welche denSehnitt- 

punkt von A^ B nnd A^ B^ 

, mit dem Schnittpunkte von 

A^ C lind A, Cj verbindet. 

Die Projektionsacliee « ist also, wie das Korvenviereek 

A^ B^ Cj A^ ergiebt, die Polare des Punktes -4W*'>. Zu einem 
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belieljigen Punkt D^ von jß erhalten wir jetzt den 
homologen D von j>, indem wir den Punkt, in dem A^-0^ 
die Projektionsaehae schneidet, aus A^^ auf p projizieren. — 
Projiziert man also die gerade Punktreihe p aus Ä^ und die 
lirumme ji^ aus dem Paokte A, , in dem die Verbindungslinie 
der beiden homologen Funkte .4, und A die Kurve zum zweiten 
Male schneidet, so liegen die beiden projektiven Strahlen- 
bttsehel A^ und A^ perspektiv zn der Polare von A in Bezug 
auf f^. Schneidet die Gerade -4^ D die Kurve in A^, so 
bilden A^ A, D^ A^ ein Kurvenviereek, dessen einer Diagonal- 
punkt, der Schnittpunkt von A^ A, und TJ^ Aj, dem Punkte A 
konjugiert ist. Es geht daherl'^^' D^ A, durch A. Danach 
tirhalten wir zu einem beliebigen Punkte D von p den zu- 
geordneten I>, von p^ durch die folgende Konstruktion: 

2. Zu einem beliebigen Ihinkte D (Fig- i30) von p 
finden wir den zugeordneten Dj von p^, indem wir den 
Punkt A^, in welchem Aj D die Kurve schneidet, aus A 
<m/ p^ projizieren. — 




Fig. 131. 

Nehmen wir an, dafs anf diese Weise zu den beiden 
Punkten B und E (Fig. 131) vermittelst der Punkte Ä^ und 
Ej die Punkte B^ nnd E^ gefunden wären, eo ergiebt sich, 
wenn wir noch den Schnittpunkt von p^ und D E^ durch 
X^ bezeichnen, aus der Betrachtung des Kurvensechsecks 

ä;\^ E^ X^^ a!^, dafs i?, X, durch E gehtf^«, d. h. D,E 
wird von 7? E^ in einem Kurvenpunkte { 
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3. Lehrsatz: Sind eine gerade und eine krumme Ihmkt- 
reHie in. involutorischer Lage, so wird jede Gerade, welche 
ä/nen beliebigen Punkt D v(m p mit einem belieMgen 
Funkle Ej von p^ verbindet, von der Verbindungslinie rfei- 
homologen Punkte Dj -und E in einem Kurvenpunkte ge- 
schnitten. — 

Um also zu einem Punkte E den homologen Punkt E^ 
zu finden, können wir statt von A nnd A,, wie bisher, 
auch von irgend zwei andern homologen Punkten D und i>, 
anstehen. — Wenden wir den ehen gefundenen Satz an, 
um zum Punkte X, den homologen X zu finden, so mufs, 
da B X^ (Fi^. 131) die Kurve in S, schneidet, die Gerade 
i?j X durch E^ gehen, d. h. i?, E^ schneidet p in X. Den 
drei beliebigen Punkten E^^ X^ Z>, die in einer G-erade 
liegen, entsprechen mithin die Ecken des perspektiv liegenden 
Dreiecks EXD^. 

4. Lehrsatz.- Sind eine gerade und eine krumme Punkt- 
reihe involutorisch aufeinander bezogen, so sind je drei 
Punkten, die in einer Gerade liegen, die Ecken eines 
perspektiv liegenden Dreiecks Iiomolog. — 

5. -Die involutmische Verwandtschafi einer geraden und 
einer krummen Punktreihe ist dureh ein Paar homologer 
Punkte bestimmt; 

denn wenn dem Punkte A^ von p- der Punkt A von 
p zugewiesen ist, so finden wir zum Pnnkte B den homo- 
logen Bj, indem wir den Punkt, in welchem ^j" von -4, £ 
geschnitten wii-d, aus A auf die Kurve projizieren. 
j8 208. Die Involution dritter Ordnung:. Die involu- 
torisehe Verwandtschaft einer geraden und einer krummen 
Pnnktreihe liefert nns ein Mittel, die Elemente eines Grund- 
gebildes zu je dreien zu ordnen. 

1. Sind p'^ und p durch die Zuweisung von .^i und 
A involutorisch auf einander bezogen'^*''»', so wollen 
wir A^ und je zwei Punkte von p-, die mit A in 
einer Gerade liegen, ein Tripel von p" nennen. Eben- 
so nennen wir B^ und je zwei Punkte, die mit B in 
einer Gerade liegen, ein Tripel von p'\ Den Inbegriff 
aller so in p- konstruierten Tripel nennen wir eine 
/HiWi((ionrfriflej'(9rrf7iTm^(und zum Unterschiede die bisher 
betrachtete Involution eine Involution zweiter Ordnung). 
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Es fcilden demnaeli die Punktpaare, die mit A^ ein 
Tripel fcilden, eine krumme Involution'*^' zweiter Ordnong 
mit dem Zentrum .1; ebenso die Pnnktpaare, die mit 5, 
ein Tripel bilden, eine krumme Involution mit dem Zentrum 
B u. 8. w. Da die Invointionazentren AB .. in einer Ge- 
rade liegen, so sind die durch sie bestimmten krummen In- 
volutionen komponierende einer ond derselben resnltieren- 
de[j(i59,}^ der durch den Pol P von p bestimmten krummen 
Involution. Diese Eigenschaft benutzen wir, nm unsere bis- 
herige Konstruktion von der Kurve p^ loszulösen und sie 
auf ein beliebiges einförmiges Gebilde zu Übertragen 
(vergl. 158). Da die Gerade p durch ihren Pol P bestimmt 
Ist und dieser durch die von ihm induzierte krumme In- 
volution'^'*, so sehen wir in dem einförmigen Gebilde, in 
dem wir eine Involution dritter Ordnung konstruieren wollen, 
eine Involution zweiter Ordnung als gegeben an, die wir du 
Hauptinvolution der gesuchten Involution dritter Ordnung 
nennen wollen. Weisen wir dann dem beliebigen Elemente 
A eine Involution zu, die nur der Bedingung genügt, eine 
komponierende der Hauptinvolution zu sein, so ist die In- 
volution dritter Ordnung bestimmt. Da eine komponierende 
der Hauptinvolution durch ein Punktpaar bestimmt istl'^*'* 
und dies mit dem Elemente A ein Tripel bildet, so haben 
wir den 

2. Lehrsatz : Eine Inmlutioti diitter Ordnung ist durch 
ihre Hauptinvolution U7id ein Tripel bestimmt. 

209. Dapstellung einer Involution dpltter Ordnung, aj 

Ist die Hauptinvolution durch den Wurf i>j E^ . F^ G^ und 
ein Tripel durch die Elemente A^ B^ C, gegeben, so ist die 
Involution dritter Ordnung bestimmtl^"^. Sie kann also 
durch sieben Elemente dargestellt werden. Durch passende 
Wahl läfst sich die Zahl auf vier verringern. Ist B^ das 
dem Elemente A^ in der Hauptinvolution augeordnete, und 
C\ das Element, das A^ und JS, zu einem Tripel ergänzt, 
i>j aber das Element, das C, in der Hauptinvolution homolog 
ist, so ist die Hauptinvolution durch A^ B^ . C^ D^ und das 
Tripel durch A^ B, C, dargestellt. Es läfst sich daher jede 
Involution dritter Ordnung auch durch vier Elemente dar- 
stellen. 

Für eine Kurve p- würden wir also eine Involution 
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dritter Onlnung vermittelst dea Kurvenvierecks J, S, Cj .0^ 
darstellen können. Der eine Diagonalpunkt P, der Schnitt- 
punkt von Ä^B^ und C, i>j, ist das Zentrum der Haupt- 
involution; der zweite Dia^onalpunkt, der Schnittpunkt A 
von A-^ />, cnd 5, C, , ist das Zeutnim der dem Punkte -4, 
zugewiesenen Involution und der dritte Diagonalpunkt, der 
Schnittpunkt B von AX^ and B^ D^, das dem Punkte .S, 
zugewiesene Zentrum ß; die Verbindungslinie A B ist dem- 
nach die Gerade p. 

10 210. Opdnungrselement und Ordnung-sinvolution. 
Weil sich alle Sätae über projektive Verwandtschaft durch 
Projektion von einem einförmigen Gebilde auf jedes andere 
Übertragen lassen (vergl. 160 A), so werden wir unsern 
folgenden Betrachtungen als Ti'üger immer eine Kurve f'^ 
zu Grande legen. Für diesen Fall ist'^"'*' die Involution 
dritter Ordnimg konstruiert, wenn wir p und zn einem 
Punkte .1, von p'^ den homologen A von p gezeichnet 
haben. — Hat ein Punkt iv, von p'^ die besondere Lage, 
dafs seine Tangente durch den homologen Punkt K von p 
geht, so giebt es nnter den Punktpaaren B^ (7, , die mit K 
in einer Gerade liegen, also mit AT, ein Tripel<^''^'> bilden, 
eins von besonderer Wichtigkeit. Fällt nämlich B^ in ÜT,, 
so fällt auch Cj in K^. Es giebt daher in diesem Falle 
ein Tripel, dessen Elemente in -4^ zusammenfallen. 

1. Definition: Ein Tripel, dessen Elemente zmammen- 

fallen, heifit ein Ordnungeelement der Involution drtttet- 

Ordnung. — 
Die involntorische Beziehung der Kurve p" und der 
Gerade p sei durch die homologen Punkte A und A^ be- 
stimmt. Ist nun X eine beliebige Tangente von p'^, so wird 
X von dem krummen Büschel der Tangenten in den Kurven- 
punkten Ä^B^ .. in einer projektiven Panktreihe''"s' Aß., 
geschnitten, die auch projektiv ist*''"' zu der geraden Punkt- 
reihe AB ... Giebt es nun drei Punkte K^ K K, die in 
einer Gerade liegen, so ist, weil Jf, K die Tangente in K^ 
ist, K^ ein Ordnungspunkt. Da die Verbindungslinien A A, 
BB .. eine Kurve x^ umhllllen'"', diese aher mit p^ die 
Tangente x gemeinsam hat, so haben p'' und x'^ noch eine 
Tangente k und eine konjugierte Strahleninvoliition J- ge- 
meinsam""'-'. Der Punkt K^, in dem k die Kurve p- be- 
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riilirt, ist ein Ordnungspunkt, nnd wenn die gemLm<!arae 
StralileninToiution J- die Ordnungsstrahien / und ) i hat so 
sind die Psnlcte X, nnd A/,, in denen l nnd die Kurve 
p- berSiiren, ebenfalls Ordnnngepnnkte. Wir nennen dahpr 
die Strahl eninvolntion J- die Ordmmcimwolut <.? unseier In 
volution dritter Ordnung. 

2. Eine La-ohition dritter Ordnunq Jat ife;« etn 
Ordnungselement und eine Ordnungstnvoluhon weitet 
Ordnung. 
Zumtz. Als besonderer Fall von 208^ ergiebt sich: z 

Eine Involution dritter Ordnung ist durch ihre 
Hanptinvolution und ein Ordnungselement bestimmt, 

211. Bestimmung-sstücke einer Involution dritter ai 
Ordnung:. 

1. Eine Invotiition dritfi-r (JrJnunr/ ist beKttmmt dun'h 
ein Tripel nml dureh die einem beliebigen Elemente :«- 
geiüiesene Involution zweiter Ordnung. 

Ist dem Punkte A^ (Fig. 132) von p- die krumme In- 
volution [^]('5'') zugeiviesen, nnd ist aufserdem das Tripel 
-B, B^ B^ gegeben, so kann mau die dem Pnnkte .0, zu- 
zuweisende Involntion B- finden. Entspricht nämlich in der 
Involution [^1 dem Pnnkte B^ der Punkt X^, so ist der 
Schnittpnnkt B von -1, X, und B^ B. das Zentrum der dem 
Punkte .Bj zuzuweisenden Involution' Da der Pol der Ver- 
bindungslinie A B die Hanptinvolution liefert, so ist die In- 
volution dritter Ordnung bestimmt'^"*'*. — 

2. Eine Ltvolution dritter Ordnung ist durch drei 
Tripel bestimmt 

Die drei gegebenen Tripel seien -1;^1„.-1|, B^B,B^, 
C^CjCgi Wir stellen uns zaniichst nur die Aufgabe, eine 
Involution dritter Ordnung herzustellen, von Aer A^A^A. 
und B^B^B. [Fig. 132j zwei Tripel sind. Wir können 
dann noch als Zentrum der dem Punkte A^ zuzuweisenden 
Involution zweiter Ordnung einen beliebigen Punkt A von 
-Ij Ag wählen. Dadurch ist, wie wir eben sahen, die dem 
Pnnkte .5, zuzuweisende Involution B bestimmt: Wir haben 
den Punkt Xj, in welchem AB^ die Kurve sehneidet, aus 
Aj auf B^B;. zu projizieren; die so gewonnene Gerade 
A B^ a: bestimmt mit /'- eine Involution dritter Ordnung, 
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vtm der -4, .4^, .4,, und B^B.,B,, zwei Tripel sind. Bewegt 
sieh nun Ä in -4^ A^, so ist^^' *l 

B beschreibt also die projektive Punktreihe B^B^, die 
<}erade ÄB=.i; also einen krummen StrahlenbUsehel .«-, 
Fällt A, und mithin auch X,, in jU, 
so fällt m m A^A^; fällt A in A^, 
so fällt X in jli^g. Da anfserdem 
der Träger .4^ A., der von A be- 
schriebenen Punktreihe ein Strahl des 
; Büschels ist, so sind die Seiten des 
Dreiecks .4^ A^ A^_ Strahlen des 
Büschels ar^ 

Wiederholen wir unsere Be- 
trachtungen, indem wir von den 
beiden Tripeln Aj A^Ag_ und C^C„C. 
ausgehen, so ergiebt sich, dafs der 
■ von ACr=t/ beschriebene Strahlen- 
Fi^iga" bltscliel zweiter Ordnung y^ ebenfalls 

die Seiten des Dreiecks A^ A^ A., 
■enthält. Die beiden StrahlenbUsehel a^ und ^* haben also 
noch einen vierten Strahl p gemeinBamli"'''; da in diesem 
Ä und y zusammeiifaUen, so erhalten vnr durch p eine 
Involution dritter Ordnung, von welcher Aj^A^Ag,B^B^Bg, 
C^C^C.^ drei Tripel sind. — 

3. lEine Involution dritter Ordnung ist durch drei 
OrdnungseleirmUe besämmt. 
Fallen die Punkte jedes der gegebenen Tripel zusammen, 
mit andern Worten, sind uns die Ordnungspnnkte*^"*'' .4, B^ C, 
gegeben, so litfst sich die gesuchte Gerade p und mit ilir 
die Involution dritter Ordnung bequem konstruieren. In 
diesem Falle sind die Verbindungslinien A ^3, B^B^, C^C^ 
die Tangenten in A^Bj^C^. Bezeichnen wir die Punkte, in 
denen diese Tangenten von den Gegenseiten des Dreiecks 
.dj-BjCj geschnitten werden, diureh ABT, so liegen ABT 
in der Paacalsehen Gerade p'^". Fällt A bei seiner Be- 
wegung aiif A^ A in A, so fällt X, in C^ und B iu B, die 
Paaealsehe Gerade Aß=p gehört also dem von AB = ^i! 
beschriebenen krummen Büschel an. Ebenso zeigt sieh, dafs 
sie dem von AC^y beschriebenen Büschel ?/- angehiirt, 
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also die gesuchte gemeinsame Tangente von ic* und y^ ist. 
— Aus der Konstruktion ergiebt sich noch: 

4. Die drei Ordnungselemente bilden ein Tripel der 
Involution dritter Ordnung. 

212. Konstruktion der Ordnungslnvolution. 21 

Aufgabe: In einer Kurve zwdler Ordnung ist eine 
Involution dritter Ordnung durch ihre Hauptinvolution 
und ein Ordnungselement ge^eben^^'^" ^'j tnan soll die 
Ordnungsinvolution konstruieren. 

Ist das Zentrum der in der Kurve gegebenen Haupt- 
involution -P, so mUesen die Zentren der den Punkten von 
p^ zugevriesenen Involutionen zweiter Ordnung in der Polare 
p von P liegeu!^''*>. Ist der gegebene Ordnungspunkt K^, 
so mufs die Tangente in K, die Gerade p in dem zugeord- 
neten Involntionszentnun K sehneiden. Die gesuchte Ord- 
nungsiuvolution finden wir nun durch eine Wiederholung der 
Betrachtungen von Nr. SlO^. Während wir aber dort uns 
mit dem Beweise begnügen mufsten, dafs ein Ordnungspunkt 
und eine Ordnungeinvolution existiert, können wir jetzt, wo 
uns ein Ordnungspunkt Jf, gegeben ist, die gesuchte Ord- 
nungsinvolution wirklich zeieimen. 

Die involutorische Verwandtschaft zwischen p^ und p 
ist durch die Zuweisung von K^ und K bestimmt l^"''''. Wir 
wählen also eine beliebige Tangente x von p^ und kon- 
struieren in dieser wieder wie in Nr. 210 eine zu den 
Punkten A^ B^C^ . . von p^ und daher auch zu den Punkten 
ABG.. von p projektive Punktreihe ABT... Durch 
passende Wahl der Tangente x nun läfst sich diese Kon- 
struktion sehr vereinfachen. — Wir wählen als Tangente x 
die zweite von K an p^ gehende Tangente, deren Berührangs- 
punkt ij sein möge. Dadurch wird die projektive Beziehung 
von p und x zur Perspektiven; denn in dem Schnittpunkte K 
von p und x sind zwei homologe Punkte der Punktreihen 
^ und p vereinigt. Zeichnen wir'^"''' den dem Punkte L^ 
(Fig. 133) in p homologen Punkt, so erhalten wir den Punkt 
L, in dem p von K^ X,, der Polare von K'-^ ^\ geschnitten 
wird. Weil die Verwandtschaft eine Perspektive ist, der 
krumme Strahlenbiischel x^ also in zwei gerade Strahlen- 
bUschel zerfällt, so mufs das Zentrum der gesuchten Ordnungs- 
involution auf LL^ liegen; zu seiner Auffindung braucht 

Biget, Ebene Ocoiaetrle dei Lag«. IT 
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also nur noch ein Paar homologer Punkte von « und p be- 
stimmt zu werden. Ist Ä^ ein beliebig;er Punkt von ;*-, so 
finden wir'^'*'»* den zugeordneten Ä von p vermittelst des 
Punktpaares K^ K (oder des Punktpaares L^ L), indem wir 
Ä^ mit K verbinden und den zweiten Schnittpunkt B^ 
dieser Verbindnngslinie und p^ aus K^ auf p projizieren. 
Ziehen wir also noeh die Tangente in A^, die w^= K L^ in 
A schneidet, so sind A und A zwei homologe Punkte von x 
und p, ihre Verbindungs- 
linie schneidet daher L^ L 
in dem Zentrum J der 
gesuchten Ordnungsinvo- 
lution. 

Zusatz. Ziehen wir noch 
die Verbindungslinie Ä"^ A 
(Fig. 133) und nennen 
ihren zweiten Schnittpunkt 
mit der Kurve C, so 
sindl^w K^C.L^A^ vier 
harmonischeKurvenpnnkte, 
folglich K^{K^C.L^A;} 
vier harmonische Strahlen. 
Diese schneiden die Gerade 
-4 A in dem harmonischen 
Wurfe YA.JX. Pro- 
jizieren wir diesen wieder 
auB K auf K^ i, , so ergiebt 
sich, dafs K^L^.J J^ vier 
harmonische Punkte sind. 
vier harmonische Punkte 
vier harmonische Strahlen 




sind'''"' 



WeU 



ferner K,L A^B^ 
> smi K^^K^L^.A^B^_ 
und folglich YJ.XA vier harmonische Punkte. Projizieren 
wir diese ans K ani K L^, so ergiebt sich, dafs K^J .J^L 
ein harmonischer Wurf ist. 

Da wir in den beiden harmonischen Würfen K^L^ .JJ^ 
und K^J.LJ^ die drei Punkte K^L^L als gegeben an- 
sehen können, so haben wir durch unsere Konstruktion die 
Aufgabe gelöst: 

1. Gegeben die drei Punkte K^L^L\ man soll zwei 
Punkte J und J^ so bestimmen, dafs K^L^.JJ^ und 
K.J.LJ^ zwei harmonische Würfe sind. — 
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Da diese Aufgate (vgl. anch von Staudt: Beiträge zur 
Geometrie der Lage, Nr. 297) bei der Aufstellung eines 
Polarfeldes dritter Ordnung von Nutzen sein wird, so mag 
hier noch eine Bemerkung angeknttpft werden, die Bieh aus 
unserer Konstruktion ergiebt. 

Halten wir die Punkte K^ und L^ fest, während X sieh 
auf Ä", ij bewegt, so können wir für jede Lage von L zur 
Konstruktion von J denselben Punkt A^, den wir beliebig 
angenommen hatten, benutzen; es sind dann auch noch die 
Punkte A und B^ fest. Während L sieh in K^L^ bewegt, 
bewegt sich Ä in -fi", S^, und X in K^A^, so dafs wir 
haben '^'^1 : 

L \K\ AA\k\ = X[K]=_ J, und J [A] Ä ^, 
folglieh J /\J^; 

in Worten: 

2. Die Punktreilieu J und J^ sind projektiv auf 
die Punktreihe L bezogen. ■ — 

Sehliefslieh mag noch bemerkt werden, dafs der Satz 
eine Verallgemeinerung des Pascalschen für das Kurven- 
dreieck*"' ist. Wenn nämlich J ein hyperbolischer Punkte*"^' 
ist, dessen Tangenten die Kurve in M^ und JV^ berühren, so 
ist die Gerade p die Pascalsche Gerade des Kurvendreiecks 

213. Konstruktion von Involutionen dritter Ord- 21= 
nung: duFCh einen Büschel von Polarfeldern zweiter 
Ordnung". Die Pole einer beliebigen Gerade e für die Polar- 
felder eines BUsehels liegen in einer Kurve e, ^, die wirl^^"' die 
Polknrve der Gerade e genannt haben. In dieser Polkurve e^^ 
liegen auch die Punkte E,, die den Punkten E von e ab- 
solut konjugiert sind, und zwar sind die PunkJe E^ projektiv 
auf die Punkte E bezogenes'). — Sind den Punkten C^ i^ G^ 
(Fig. 134), in denen e die Träger g hu schneidet, die Punkte 
C LH^ homolog, so finden wir den dem Punkte E von e absolut 
konjugierten Punkt ^j*'*^«*, indem wir den Punkt X, in dem 
C A von E U geschnitten wird, aus G^ auf g und h und die 
erhaltenen Punkte D und V aus A und C projizieren. Be- 
wegt sich nun der Punkt E auf e, X also auf C h, D auf ^ 
und r auf h, so sehen wir: Wenn E der Reihe nach in 
C,, A^ und den Punkt A^ fällt, in dem C, Ai von 6'A ge- 

17* 
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schnitten wird, so fällt E^ der Reihe nach in C, r und den 
Prmkt A, in dem sich Ci^ und A C, schneiden*'*'^'. Die 
projektive Verwandtschaft zwischen der geraden Punktreihe 
E nnd der krummen Pnnktreihe E^ ist also bestimmt durch 
^i ^1 *i Ä "^ ^ ^- D* "i^ä Dreieck C i A perspektiv liegt zu 
den Punkten (?^i, A^, so sind die heiden projektiven Punkt- 
reihen in involutorischer Lage*^''. 




1. Jede gerade Punktreihe 
e ist involutorisch auf ihre 
Polkurve e^ bezogen, wenn 
man jedem Punkte E von e 
den ihm absolut konjugierten 
Pnnkt E von e,^ zuordnet. 



1. Jeder gerade Strahlen- 
bUsehel E ist involutorisch 
auf seinen Polarenbnschel E^^ 
bezogen, wenn man jedem 
Strahle e von E den ihm ab- 
solut konjugierten Strahl e^ 
von E. ^ zuordnet. 



Daraus folgt"*".!: 
2. Jede Gerade, wdclie einen 
beliebigen Punkt A von e mit 
einem beliebigen Punkte B, von 
^1^ verbindet^ wird von der Ver- 
bindungslinie der homologen 
Punkte Aj und B in einem 
Punkte der Polkurve ej^ ge- 
schnitten. 

Diese Bemerkung wollen wir noch in einer etwas andern 
Form aussprechen, indem wir sie aus dem Hessesehen öatz<*^' 
ableiten und dadurch auf die Bedeutung dieses Satzes für 
die Involution dritter Ordnung hinweisen. Betrachten wir 



2. Jeder Punkt, 
ein beUebiger Strcdd a von E 
einen beliebigen StraM \ von 
E^^ schneidet, liegt mit dem 
Sc/mittpunkte der homologen 
Strahlen a^ und b in einem 
Strahle des PdarenbüschelsT^^^. 
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die absolut konjugierten Punkte A A^ und B S, als zwei 
Paar Gegenecken eines Vierseits, so ergiebt sieh, dafa die 
Ecke, in der sieh die Seiten AB und ^^-Sj^ des Vierseits 
sehneiden, absolut konjugiert ist ihrer Gegenecke, in der 
sich Ä B. und A, B schneiden : 



3. Sind AA^ und B B^ 
zwei Paar absolut konjugierte 
Punkte, so ist aueh derSchnitt- 
punkt von A B und A^B^ dem 
Schnittpunkte von A B^ und 
A^ B absolut konjngiert. — 

Femer ergiebt sich'^"^'*: 

4. Ordnet man jedem Punkte 
Ej von e^^ die krumme Punkt- 
involution zu, die den absolut 
konjugierten Punkt E von e 
als InvoluUonszetitrum hat, so 
ist in e^^ eine Involution dritter 
Ordnung konstruiert, — 



3, Sind a a^ und b fi, zwei 
Paar absolut konjugierte Ge- 
raden, so ist aueh die Verbin- 
dungslinie von a h und «j 6^ 
der Verbindungslinie von a b^ 
und a^ b absolut konjugiert, — 

4, Ordnet man jedem Strahle 
Bj von E^^ die krumme StraJilen- 
involuiion zu, die die absolut 
konjugierte Gerade e als In- 
volutionsacJise hat, so ist in E^* 
eine Involution dritter Ordnung 
konstruiert. — 

Durch die krumme Involution dritter Ordnung in e^^ ist 
auch eine gerade Involution dritter Ordnung in e bestimmt ; 
denn die beiden Panktreihen e und e,^ sind projektiv auf- 
einander bezogen. Diese gerade Punktinvolution dritter 
Ordnung von e wollen wir zeichnen. — Weil zwei Paar 
Gegenseiten des Vierecks C LDT (Fig. 134) die Diagonale u 
in homologen Punktpaaren Q H und G^ H^ der diagonalem 
Involution sehneiden, so schneiden aueh die Gegenseiten C V 
und A D die Diagonale u in zwei homologen Punkten ff, und 
H^m z). Für das Polarfeld (G ff,) ist daher -ff, der Pol von h"^^-\ 
femer C ff, die Polare von C, und A //, die Polare von A,, 
der Schnittpunkt E^ also der Pol von e. Für das Polar- 
feld (G ff,) ist daher dem Punkte C, der Punkt C konjugiert, 
in dem e von C G, geschnitten wird, und dem Punkte A, 
der Punkt A', in dem e von A ff, geschnitten wird. — Ver- 
binden wir nun den Punkt E von e mit dem Punkte C der 
Polkurve e,^, so wird diese Verbindungslinie, wie vm eben 
gesehen haben, von der Verbindungslinie der homologen 
Punkte -Ej und C, in dem Punkte C,' der Polkurve e^ ge- 
schnitten, der dem Punkte C absolut koiyngiert ist. Den 
Punkten C und C,' also, die mit E in einer Gerade liegen, 
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sind in e zwei Punkte C, und C absolut konjagiert, die 
einander homolog sind für das Polarfeld {(? G^), d. h. für 
das Polarfeld, für welches Ej der Pol von e ist. Ebenso 
würde sich ergeben, wenn wir den zweiten Schnittpunkt 
von -EA mit der Polkurve dnrch A/ bezeichneten, dafs den 
Punkten A und 4,' in e die beiden Punkte A^ und A' ab- 
solut konjugiert sind, also zwei Punkte, die ebenfalls für 
das Polarfeld (G- G^) einander konjugiert sind: 



5. Ordiiet man jedem Punkte 
E von e die hwduüon zu, 
welclie (fem Polarfelde des 
SüscJiels konjugiert ist, für 
welches der dem Punkte E ah- 
Bolvi konjugierte Punkt E, der 
Pol von e ist, »0 erhält man 
in e eine gerade Ihmktinvolu- 
tion dritter Ordnung. 



5. Ordnet man jedem Strahle 
e von E die Involution zu, 
welelie dem Polarfelde der Scitar 
konjugiert ist, für welekes der 
dem Strahle e absolut konju- 
gierte Strahl e^ die Polare von 
E ist, so erhält man in E eine 
gerade Slrahleninvolutton dritter 
Ordnung. 



§ 19. Die adjungierten Ißvolntioiieii. 

i 214. Erweiterung- des Begriffs der konjugnierten 

Punkte. Es seien «^ und /^ irgend zwei einem Polarfelde 
fr" konjugierte Invoiutionen; fassen wir diese Involutionen 
als zwei Gegenseiten "s*) auf, so erzeugen sie in jeder 
Gerade a eine Hauptinvolntion, Hat diese Hauptinvolution, 
die dem Polarfelde k^ adjuugiert ist'"*'', zwei Ordnungs- 
punkte, so sind diese zwei einander für k^ konjugierte 
Punktet'«'''. 

Diese Bemerkung führt uns dazu, in der Hauptinvolntion 
eine ähnliche Erweiterung des Begrifis der konjugierten 
Punkte zu sehen, wie wir sie in Nr. 93 durch die konjugierte 
Involution für den Begriff der Schnittpunkte einer Gerade 
mit der Kurve eingeführt haben. Diese Erweiterung hatte 
den grofsen Vorteil, dafs unsere Beweise dieselben waren 
für die Geraden, die die Kurve schnitten, und für solche, 
die sie nicht schnitten. Derselbe Vorteil, also die allgemeine 
Gültigkeit der Sätze, ergiebt sieh auch jetzt, wenn wir zwei 
konjugierte Punkte durch eine Involution ersetzen. That- 
säehlieh haben wir von dieser Erweiterung des Begriffs der 
konjugierten Paukte bereits mehrfach Gebrauch gemacht. 
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üämlieh überall da, wo wir von der adjungierten Involution 
g:esprochen haben. An dieser Stelle sollen nnn die bereits 
gemachten Bemerkungen im ZnsammenhangL' wiederholt und 
durch einige bisher nicht ansgesproehene Hatze ergänzt 
werden 

1. Definition: Jede resvltiereude (odet, was dasselbe 
ist: jede komponierende) einer konjugierten Involution hei/at 
dem Polarfelde adjungt^'^^'K 

2. Die Ordnungselemente einer adjungierten Involution 
sind dem Polarfelde konjugiert^^^'^K 

3. Die resultierende aus zwei einem Polarfelde 
adjungierten Involutionen, die denselben Träger haben, 
ist dem Polarfelde iionjugiert""**. 

i. Sind Kwei Involutionen einem Polarfelde kon- 
jugiert, so ist jede ihnen zugeordnete'^^*' Haupt- 
involution dem Polarfelde adjnngiertC"'''. 

5. Sind zwei Involutionen einem Polarfelde konjugiert, 
so ist Hire diagonale Involution dem Polarfelde ad- 
jungiert''^**\ 

215. Zusatz zum Lehrsatz des Desargiies. Die 21 
beiden konjugierten Involutionen e' und /"^, die ein Polar- 
feld k' in zwei beliebigen Trägem e und / induziert, wollen 
wir im folgenden der Klirre wegen ein Sehnenpaar des 
Polarfeldea nennen. (Für die konjugierten Strahleninvo- 
Intionen E'' und F-, die den Punktinvolutionea e^ und /* 
dual''' gegenüberstehen, steht kein dem Worte Sehne ent- 
sprechendes zur Verfügung; wir müssen uns deswegen mit 
dem Worte „Punktpaar" behelfen.) Fassen wir wieder'^'*' 
dieses Sehnenpaar {ef) als ein Paar Gegenseiten im Sinne 
von Nr. 134 auf, so induzieren die Gegenseiten (ef) in 
jeder Gerade a eine Hauptinvolution. Der Satz, der den Zu- 
sammenhang zwischen dieser Hauptinvolution und der dem 
Polarfelde konjugierten Involution von a ausspricht, ist der 
Lehrsatz des Desarguesl'^,^', den wir an dieser Stelle mit 
etwas veränderten Worten wiederholen: 



1. Jedes Sehnenpaar eines 
Polarfeldes erzeugt in einer 
beliebigen Gerade eine Haupt- 
punktinvolution, die dem Po- 
larfelde adjungiert ist. 



1. Jedes „Punktpaar" eines 
Polarfeldes erzeugt in einem 
beliebigen Punkte eine Haupt- 
strahleninvolution , die dem 
Polarfelde adjungiert ist. 
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Wird die Gerade a von den Sehnen e und / in den 
PnnkteE E and F geschnitten, so sind die Punkte E und F 
einander homoiog in der Hauptinvolutioo''**', welche e" und 
P in a bestimmen. Da nun diese Hauptinvolution nach 
dem eben wiederholten Satze von Desargues eine kom- 
ponierende der konjugierten Involution von a ist, so ist sie 
durch das Punktpaar -E-F bestimmtl'^"''. Je zwei Sehnen 
des Polarfeldes also, die a in denselben Punkten E and F 
schneiden wie die beiden Sehnen e und /, von denen wir 
aasgingen, erzeugen in a dieselbe Hauptinvolution wie e^ 
und /''. Daraus ergiebt sieh der Zusatz zum Desarguisehen 
Satze: 



2. Zwei Sehnenpaare eines 
Polarfeldes erzeugen in einer 
beliebigen Gerade a dieselbe 
Bauptpunktinvolution, wenn die 
Träger des einen Paares die 
Gerade & in denselben Punlden 
schneiden, wie die Träger des 



2. Zwei „Punktpaare" eines 
Polarfeldes erzeugen in einem 
beliebigen Punkte Ä dieseU>e 
ffauptstraJtleninvokitiony wenn 
die Mittelpunkte des einen 
Paares aus A durch dieselben 
Stralüen projisiert werden wie 
die Mittelpunkte des andern. 
Zusatz. Sind die beiden Sehnen hyperbolisch (haben 
die Involutionen e- und /-' die Ordnungspunkte K K, und 
L Lj ), so bestimmen sie ein Kurvenviereck K K, L L^, 



i Gegenseiten die Gerade c 
Hauptinvolution schneiden*^'**', 
heifst also unser Satz: 



in homologen Punkten der 
Für diesen besondem Fall 



äeiten zweier Kur- 
venvier ecke schneiden eine 
Gerade a in Punktpaaren 
einer and derselben Involu- 
tion, wenn zwei Gegenseiten 
des einen Vierecks die Ge- 
rade a in denselben beiden 
Punkten schneiden ivie zwei 
Gegenseiten des andern Vier- 
ecks. — 



Die Gegenecken zweier 
Kurvenvier seite werden aus 
einem Punkte Ä durch Strah- 
lenpaare einer und derselben 
Involution projiziert, wenn 
zwei Gegenecken des einen 
Viereeits aos dem Punkte A 
durch dieselben beiden Strah- 
len projiziert werden wie zwei 
Gegenecken des andern Vier- 
seits. — 

Schneidet die Vierecksseite KL die Gerade a in dem 
Punkte -E,, der dem Punkte E, in dem a von KK^=^e 
geschnitten wird, in der konjugierten Involution von a 
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homolog ist, eo raufs'"'»* die Gegenseite .ffj Zj die Gerade « 
in dem Punkte F^^ schneiden"*"'', der dem Schnittpunltte J^ 
von Lh^^f und a in der Itonjugierten Involution von a 
homolog ist. Wir kommen also durch diese Spezialisierung 
auf den in Nr. 99^ bewiesenen Lehrsatz zurilek. Da wir 
auf diesen Lehrsatz die Analysis unserer Fundamentalkon- 
straktion l""*' stützten, so zeigt sieh, welcher Zusammen- 
hang zwischen unserer Fuiidamentalkonstruktion und dem 
Lehrsatz des Desargues besteht. 

2113. Bestimmung: des Polarfeldes durch zwei kon- 21 
juglepte und eine adjungierte Involution. 

Lehrsatz: Durch zwei konjugierte, und eine adjungürfe 
Involution ist ein Polarfeld hestknmt. 

Beweis: Die beiden konjugierten Pnnktinvolntionen 
seien g- und A-, die adjungierte Involution a^. Der durch 
{g h) bestimmte Bil8chel"^^i* induziert in a eine Hauptinvolu- 
tion. Diese Hauptinrolution können wir mit der in a ge- 
gebenen adjungierten Involution zu einer resultierenden zu- 
sammensetzen"*^', Ist in dieser resultierenden Involution 
dem Pankte A, in dem die Diagonale ii von der Gerade a 
geschnitten wird, der Punkt A' von a homolog, so ist die 
Gerade A' U, welche den Punkt A' mit dem Diagonalpunkte 
ü verbindet, die Polare""^'! von A und sehneidet die Dia- 
gonale in dem dem Punkte Ä konjugierten Punkte A^^. 
Durch das Punktpaar AA^ wird eine komponierende der 
diagonalen Involution bestimmt'"'*''. Entspricht in dieser 
dem Punkte G der Punkt Gj, so ist das durch die Zu- 
weisung (Gff^) bestimmteli*-s' Polarfeld das gesuchte. 

217. VeraUgemelneFungr des Hessesehen Satzes, ^i 
Wir betrachten die Polarfelder, denen zwei gegebene Punkt- 
involutionen g- und Ir adjungiert (nicht, wie bisher, konju- 
giert) sind. Jedes dieser Polarfelder h- erzeugt in den 
Trägern g und h konjugierte Involutionen, die nach der 
Definition*''^'' komponierende der in g und h gegebenen 
adjungierten Involutionen sind. Entspricht in den gegebenen 
ai^ungierten Involutionen dem Schnittpunkte U (Fig. 135) 
der lYäger in g der Punkt G und in /* der Punkt B, so 
dafs GH die Diagonale « der gegebenen Involutionen ist, 
90 sind filr das beliebige Polarfeld k-, für welches dem 
Punkte U in g'' der Punkt C und in h- der Punkt f 
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konjugiert sei, auch G C^ und H Tj konjugierte Punkt- 
paare'"'^''; das Polarfeld k^ gehört also einem BUechel an, 
der bestimmt ist durcii die konjugierte Involution UC . G-C^ 
in ^ und durch die konjugierte Involntion ü V . HV^ in h. 
Für alle Polarfelder dieses Büschels ist C T die Polare des 
Punktes t/i"'-'' und die 'va G H durch diesen Büschel be- 
stinmite Haoptinvolntion ist gegebenl"*) durch das Punkt- 
paar GH and die Punkte A und 
-B, in denen G H von der gemein- 
samen Polare C V und der G II 
zugeordneten Gerade C^ r^ ge- 
schnitten wird. Diese Haupte 
Involution ist, wie wir sehen, 
identisch mit der diagonalen In- 
voiution<^ä*>*, die den in g und k 

gegebenen adjuugierten In- 
volutionen Kugeordnet ist. Da nun 
diese Hauptinvolution dem Polar- 
felde k'^ adjungiert ist'^"'l, so ist, mit andern Worten, die 
den gegebenen Involationen ^^ und /i^ zugeordnete diagonale 
Involntion GH. AB unserm Polarfelde adjungiert. Jedem 
Polarfelde also, dem die gegebenen Involntionen g'^ und A^ 
adjungiert sind, ist anch die diagonale Involution m^ adjungiert : 
Sind zwei Invotutionm einem Polarfelde adjungiert, so 
ist auch ilire diagonale Involution dem Polarfelde adjungiert. 
''. Zusatz. Haben die beiden Involntionen g^ und h^ 

Ordnungsponkte, so sind diese konjugierte Punkte des Polar- 
feldes'^'*"'. Da in diesem Falle auch die diagonale Involu- 
tion Ordnungs punkte hat""'''', so sind auch diese zwei kon- 
jugierte Punkte von k^. Unser Satz ist also'''^-*' eine 
Veraligemeinerimg des Heeseschen'^^'. 

IS 218. Büschel adjungierter Involutionen. Es sei k- 
ein Polarfeld, dem die Involution g- konjugiert und die In- 
volution a^ adjungiert sei. Ist g- ^= CC^.Ü G, so erhalten 
wir durch die Zuweisung (C U) die komponierende Involution 
C ü . C^G'-^^'"> von g-. Diese ist unserm Polart'elde adjun- 
^ert(^'*'', weil ihm g- konjugiert ist. Aufserdem ist dem 
Polarfelde k- die Involution <x* adjungiert. Mithin giebt es 
noch eine Involution, die k^ adjungiert ist: die diagonale 
Involution von CU.C.G und a-'^"'. Ist C der Schnitt- 
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pnnkt der Träger g und a und die adjuiigierte Involution 
a^=Cr .C f, so tat r U die Diagonale der Gegenseiten 
CU . Cj^G und a-, und mithin der Träger der unserm Polar- 
felde adjungierten Involution, die bestimmt ist'"*' durch das 
Punktpaar U V und die beiden Punkte T^ und H, in denen 
VU von CC^ und VO geschnitten wird. Dureliläuft Ü 
den Träger g, so dafs uns durch CU.C^O die sämtlichen 
komponierenden Involutionen von g^ dargestellt werden<"^>, 
so besehreibt f [U] einen Strahlenhflschel erster Ordnung; 
in jedem Strahle V {ü) dieses Büschels liefert die diagonale 
Involution eine dem Polarfelde k^ adjungierte Involution. 
Da k^ ein beliebiges der Polarfelder ist, denen ff- konjugiert 
und a^ adjungiert ist, so haben wir den 



Lehrsatz: Alle Polarfelder, 
denen eine gegebene Punkt- 
involution g^ konjugiert und 
eine zweite gegebene Punkt- 
involution a^ adjungiert ist, 
haben noch unendlich viele 
adjungierte Punktinvolutionen 
gemeinsam. Die Träger dieser 
adjungierten Punktinvolu- 
tionen bilden einen Strahlen- 
bUschel erster Ordnung, dessen 
Mittelpunkt r derjenige Punkt 
von a ist, der dem Schnitt- 
punkte C der Träger g und 
a in der adjungierten Punkt- 
invoiution a^ homolog ist. 



Lehrsatz : Alle Polarfelder, 
denen eine gegebene Strahlen- 
involntion G^ konjugiert und 
eine zweite gegebene Strahlen- 
involution A^ adjungiert ist, 
haben noch unendlich viele 
adjungierte Strahleninvolu- 
tionen gemeinsam. Die Mittel- 
punkte dieser adjungierten 
Strahleninvolntionen bilden 
eine Punktreihe erster Ord- 
nung, deren Träger y der- 
jenige Strahl von A ist, der 
der Verbindungslinie c der 
Mittelpunkte 6 und A in 
der adjungierten Strahlenin- 
volution A^ homolog ist. 



219, Der Träg"ep der zweiten konjug-Ierten Involu- ai» 
tion. Ein Polarfeld k- induziert in jeder Gerade a eine 
konjugierte Involution'*"; ein zweites Polarfeld k^^ erzeugt 
in der Gerade a ebenfalls eine konjugierte Involution; die 
aus diesen beiden konjugierten Involutionen resultierende 
ist den beiden Polarfeldern k^ und kj^ adjungiert'^'*^'. Wenn 
die beiden konjugierten Involutionen von a nicht idetitiseh 
sind, so ist die resultierende immer bestimmt"*-'. 

1. Lehrsatz: Durch zwei 1 1. Lehrsatz: Durch zwei 
Polarfelder ist in jeder Ge- | Polarfelder ist in jedem 
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rade, die nicht der Träger 
eißer beiden Feldern gemein- 
aam konjugierten Punktin- 
volution ist, eine den beiden 
Feldern gemeinsam adjun- 
gierte Pnnktinvolntion be- 
stimmt. 



Punkte, der nicht der Mittel- 
punkt einer beiden Feldern 

gemeinsam konjugierten 
Strahleninvolution ist , eine 
den beiden Feldern gemein- 
sam adjun gierte Strahlenin- 
volution bestimmt. 



Wir betrachten jetzt wieder, wie in Nr. 218, solche 
Polaifelder, die eine konjugierte Involution g^ und eine ad- 
jungierte Involution cC- gemeinsam haben. Sind F und h^ 
ii^end zwei dieser Felder, so müssen sie, weil sie die kon- 
jugierte Involution g^ gemeinsam haben, noch eine zweite 
Involution A* gemeinsam haben''*''*. Sie gehören also dem 
durch die Gegenseiten (gli) bestimmten Büschel von Polar- 
feldern an. Da jede Hanptinvolution des Büschels*'**'' den 
beiden Folart'eldcm F und h^ adjongiert ist, so mufs die 
Hauptinvohition von a mit der gegebenen adjnngierten In- 
volution «^ zusammenfallen; weil aber jede Gerade von g 
und h in zwei homologen Punkten Ihrer Hauptinvolution 
geschnitten wird'''*', so wird der Träger « von g und A in 
zwei homologen Punkten C nnd T der in a gegebenen ad- 
jnngierten Involution geschnitten. Sind g"- und a^ gegeben, 
eo ist damit der Schnittpunkt C von g und a und dadurch 
auch der dem Punkte C homologe Punkt V von a^ gegeben. 
Die Gerade h geht also, welches Polarfeld wir auch wählen, 
immer durch den Punkt T: 



2. Haben zwd Polarfelder 
mne konjugierte Stralileninvolu- 
tüm G^ und eine adjungierte 
StraJihninvolution A^ gemein^ 
sam, 80 Hegt der Mittelpunkt 
H der zweiten gemeinsam kon- 
jugierten Involution auf dem 
Strahle y von A, (ter der Ver- 
bindungslinie e von Gr und A 
in der gegebenen adjungie^tm 
Involution A^ homdog ist. 
« 220. Bestimmung: eines Büschels von Polarfeldern 
durch eine konjugrierte und zwei adjungierte Involu- 
tionen. Alle Polarfelder, die eine gemeinsam konjugierte 



2. Raben zwei Polarfelder 
eine konjugierte Ptmktinvotuümi 
g* und eine adjungierte PunM- 
inv(Aution a* gerneinsam, so 
gellt der Träger b der zweiten 
gemeinsam konjugierten Involu- 
tion durch den Punkt f von 
a, der dem Schnittpunkte G 
von g und & in der gegebenen 
adjungierlen Involution a? horno- 
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Involntion g'^ und eine gemeinsam adjuogierte Involution a^ 
haben, haben nach Nr. 218 in jedem Strahle des Pnnktes 
r, der dem Schnittpunkt C von g und a in a^ homolog ist, 
eine gemeinsam adjungierte Involution. Wählen wir unter 
diesen Polarfeldern diejenigen aus, die Überdies noch eine zweite 
adjungierte Involution ft* gemeinsam haben, so gehören diese, 
wie wir zeigen wollen, einem Büschel von Polarfeldern an. 
Entspricht dem Schnittpunkte D (Fig. 136) der Träger 
g und b in der adjungierten Involution ¥ der Punkt A, so 
ist die Verbindungslinie h der Punkte T und A der Träger 
einer allen Polarfeldem gemeinsam konjugierten Involution. 
Schneidet nämlich h den Träger g in U, so ist, wie wir<^"' 
sahen, allen Polarfeldem, die die kon- 
jugierte Involution g^ und die adjungierte 
Involution a^ gemeinsam haben, in dem 
Träger h eine Involution adjungiert, die 
bestimmt ist als diagonale Involution 
von Cü . CjG und a^. Von ihr sind 
also U und T zwei homologe Ponktel'^^'l ; 
in einem weitem Punktpaare wird r U 
geschnitten von den zwei Geraden, die 
C^ und G mit irgend zwei homologen 
Punkten von a^ verbindenl'*'). — Die 
in h liegende adjungierte Involution für 
die Polarfelder, denen g^ konjugiert und 
b^ adjungiert ist, ergiebt sich in ähn- 
licher Weise durch das Pnnktpaar ÜA 
und die beiden Punkte, in denen h von zwei Geraden ge- 
schnitten wird, die Z>^ und G mit irgend zwei einander 
homologen Punkten von b'^ verbinden. Die Polarfelder also, 
denen g^ konjugiert, nnd a^ und gleichzeitig P adjungiert 
sind, haben in h zwei adjungierte Involutionen gemeinsam; 
die aus diesen adjungierten Involutionen resultierende ist 
daher allen Polarfeldern konJHgiert(^'^''. Weil der Inbegritf 
der Polarfelder, denen zwei gegebene Involutionen konjugiert 
sind, ein Büschel von Polarfeldem heifst*'^^'', so können wir 
das Ergebnis so aussprechen: 




?lg. 1B6. 



1. Durch eine konjugierte 
und zwei adjungierte Punktin- 
volutionen ist ein Büschel von 
Polarfeldem 



1. Durch dne konjugierte 
und zwei adjungierte Strahlen- 
involutionen ist eine Sciutr von 
Polarfeldem bestimmt. 
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II. Das Polarfeld. 



Hieraus folgt<^'^*; 

2. Durch eine konjugiert? 2. Durch eine konjugierte 

und drei adjungierte Funkt- und drei adjungierte Strahlfn- 

involudonen w( ein Polarfeld involittionen ist ein Polarfeld 

bestimmt, bestimmt. 
iL Anmerkung. Für den Fall, dafs alle vier Involutionen 

Ordnungspuukte haben, heifst z. H, der zweite Satz: 

Durch zwei Punkte und l Durch zwei Strahlen und 
drei Paar konjugierte Punkte drei Paar konju^erte Strahlen 
ist eine krumme Punktreihe ist ein krummer Strahlen- 
bestimmt. ; bilschel bestimmt; 

21 221. Schnittpunkt dreier Chopdalen. Aus Nr. 219 

läfst sich ein weiterer wichtiger Satz folgern. — Haben 
zwei Polarfelder li? und k^^ eine gemeinsam konjugierte 
Punktinyolution .9^, so haben sie noch eine zweite gemeinsam 
konjugierte Punktinvolution A^cski; ftä ^^^ ^^2 gehören also 
dem durch die Gegenseiten {g h) bestimmten Bttschel von 
Polarfeldem an. Ist k^^ irgend ein drittes Polarfeld, das 
dem Büschel {gh) nicht angehört, dem aber ^* konjugiert ist, 
so haben k^ \a\Ak^'^ ebenfalls noch eine zweite konjugierte 
Pnnktinvolution «* gemeinsam. Schneidet a die Träger g 
und h m C and V, so mufs die Involution a^, weil sie dem 
Polarfelde k^ konjugiert ist, eine komponierende der in 
C r =^ a durch den Bttschel {g h) bestimmten Hanptinvolution 
aeinl'9*''. Diese Hauptinvolution ist also dem Polarfelde k'^ 
nnd mithin auch k^^ adjungiert. Sie ist aber auch dem 
Polarfelde k^-, weil dieses dem Büschel {gh) angehört, ad- 
jungiertl'^^'. Den drei Polarfeldem ist also die Haupt- 
involntion von CV =a adjungiert und die Involution g'^ 
konjugiert; es geht daher*^"'* der Träger der konjugierten 
Involution &-, die k^- nnd k^'^ aufser g^ gemeinsam haben, 
durch V: 



Haben drei Polarfelder die 
konjugierte Punklinvolution g^ 
gemeinsam, so gelten die Träger 
der drei konjugierten Punkt- 
involutionen, welche je zwei von 
ihnen aufser g* gem^nsam 
/laben, durch einen Punkt. 



Haben drei Polarfelder die 
konjugierte Strahleninvolution 
G^ gemeinsam, so liegen die 
Mittelpunkte der drei konjugier- 
ten Strahteninvolutionen, welelie 
je zwei von ihnen aufser G^ ge- 
meinsam haben, in einer Gerade. 
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Anmerkung. Haben die sämtlichen vier konjugierten a 
Involutionen OrdnuDgspankte, so heifst der Satz: 

Von drei Kurven, die durch Von drei Kurven, die zwei 

zwei Punkte K und ff, gehen, Tangenten k und k^ gemein- 
sehneiden sieh je zwei anfser sam haben, haben je zwei 
in K und K^ noch in zwei aufser k und 4, noch zwei 
Punkten; die Verbindungs- Tangenten gemeinsam; die 
linien dieser drei Punktpaare Schnittpunkte dieser dreiTan- 
gehen durch einen Punld. — gentenpaare liegen in einer 
Gerade. — 
Je zwei Kreise haben eine konjugierte Involution ge- 
meinsam, nänüieh die zirkuläre Involution der unendlich 
fernen Gerade"^'ä); ^jj können also unsern Satz auf drei 
beliebige Kreise anwenden. Dadurch erhalten wir den aus 
der Pianknetrie bekannten Satz, dafs die Chordaien dreier 
Kreise durch einen Punkt gehen. 



§ 20. Zwei Polarfelder. 

222. Die durch zwei konjugierte Punktinvolutionen s: 
und einen Ordnungsstralil bestimmten Polarfelder. 



Angabe: Eine Kurv- 
zeichnen, von der zwei konjugierte 
Punktinvotutionen g^ und h^ und 
eine Tangente a gegeben sind. 



»e: ßine Kurve zu 
zdclmen, von der zioei konjugierte 
StrahleninvoluUonen G^ und H^ 
und ein Punkt A gegeben Hnd. 



Analysis: Weil für die Kurve die beiden lionjugierten 

Involutionen g- und h^ gegeben sind, so gehört sie dem 
durch (jf A) bestimmten Bttschel von Polarfeldem an Dieser 
bestimmt in der Gerade « eme Hauptinvolution und alle 
Kurven, die die Gerade t sehneiden, schneiden sip m homo 
logen Punkten der Hauptrai olution''**» °^" ^"^^ Da die ge- 
suchte Kurve die Gerade a berühren soll, so mufs die 
Hauptinvolution von a, ^\e^n die Aufgabe iosbai sein soll, 
Ordnungepunkte haben Sind diese E und £,, so genflgt 
jede der beiden KuiTen des Bilscbels welche durch E oder 
Ej^ geht, den Bedingungen der Aufgabt — Die 4ufgabe 
hat keine oder zwei Losungen. 

Konstruktion: Wird die gegebene Tangente a von den 
Trägem der gegebenen Involutionen g^ und h^ und von der 
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diesen zugeordneten Diagonale u m Cr A {Fig. 137) und von 
der Verbindungslinie der homologen Punkte C^ und Fj in 
A geschnitten, so ist C r . ^ A die Hauptinvolution von ads^,). 
Vermittelst der (in der Figur nur zur Hälfte gezeichneten) 
HUllskfeise bestimmen wir<'^^s' die Ordnungspnnkte E und E^ 
dieser Hauptinvolntion. Da E der Pol von a istl^' ^', so ist 
CjE die Polare von C und scbneidet die Diagonale m'i*^,] 
in dem Pole (?j von </. Wir erhalten daheri^''> die Kurve, 
wenn wir die Involution ^^ aus E und dem Punkte L 
projizieren, der von E durch G^ und C\ harmonisch getrennt 




ist. . — FUr die Ausführung der Konstruktion ist eine Be- 
nutzung der Figur 126 in Nr. 202 zu empfehlen; aus ihr 
ergiebt sich, nachdem E und £, gefunden sind, eine hin- 
reichend grofse Zahl von BestimmungsstUcken, um den Lauf 
der Kurve zu erkennen (vgl. Fig. 137). 
A Anmerkung. Für den Fall, dafs g^ und li? Ordnungs- 

punkte baten, läfst sich die Aufgabe auch so fassen: 

Durch vier Punkte eine ; Durch einen Punkt eine 
Kur\'e zu legen, die eine ge- I Kurve zu legen, die vier ge- 
gebene Gerade bei-Uhrt. | gebene Geraden berührt. 
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Zusatz* z 

1, Aufgabe: Einen Kreis zu zeichnen, von dem eine kon- 
jugierte Punktinvolution h^ und eine Tangente a gegeben ist. 
Diese Aufgabe ist mit der eben gelösten identisch, da 
für den Kreis als weiteres BestimmangsstUck die zirkölare 
Invnliiticn der nneigentliehen Gerade (die wir dureli g^ be- 
zeichnen wollen) hinzukommt <'äi.). Die Diagonale u ist jetzt 
(vgl. 132J das im Fluchtpunktl'»') B auf h errichtete Lot 
(Fig. 138), Bezeichnen wir wieder die Punkte, in denen 
die gegebene Tangente a von ghu geschnitten wird, durch 
er A, 80 ist die Verbin- 
dungslinie der homologen 
Punkte Cj und r^ das von ^^ 
Tj anf a gefäUte LotC'^-l. , ;2'-^^ \ 
Nennen wir seinen Fnfs- 
punkt A, 80 ist von der 
Hauptinvolution CT . AA 
der Punkt T der Flucht- 
punkt, weil er dem nn- 
eigentliehen Punkte C 
homolog ist. Wir können 

daher die Ordnungspunkte E nnd E^ auch nach Nr. 138 
finden, indem wir die mittlere Proportionale zu f A nnd 
r A zeichnen. Die Gerade, welche E mit C^ verbindet, d, h. 
das in E auf der Tangente a errichtete Lot, schneidet dann 
die Diagonale u im Pole G^ von g, d. h, im Mittelpunkte"'*»' 
des gesuchten Kreises; der um Gj mit dem Radius G-^ E 
geschlagene Kreis ist also der verlangte. 

2. Da i4 A Tj i/ (Fig. 138) die Ecken eines Kreisvierecks 
sind, so ist nach einem planimetrischen Satze f A . f ^ 
=^ r H. r r^. Hat nun die gegebene Involution A^ die Ord- 
nungspunkte K und JT^, so dafs HK^ — R K^ und 
HK'^ = HV .HV^ i8t(i3W, so haben wir unter Berück- 
sichtigung des Vorzeichens'*'': 

r k.V A = V HS r^ = V I-I{V H^HV,)^V H^+V H .HV^ 

= T W' — H K^ ^{V H-^H K) {r H ^ H K) 

= VK.{y 11+ HK,) = rK.rK,. 

Unsere Konstruktion führt also für den besondern Fall, 

dafs die Involution h^ die Ordnungspunkte K und K, hat, 

auf die aus der Planimetrie bekannte Lösung der Aufgabe: 

BOger, Ebene Oeometris der Lage. IS 



y Google 



274 



IL Das PoSarfeld. 



Einen Kreis zti zeiehnen, der durch zwei gegebene Punkte 
K und -ff^ geht und eine gegebene Gerade a berührt. 
:3 223. Die durch eine konjugierte Punktinvolution, 
eine Itonjugierte StPahleninvolution und einen Ord- 
nungrspunkt bestimmten Polarfelder. 



Aufgabe; Eine Kurve zu 
zeichnen, von der ein Punkt L, 
dne konjugierte Punkümsoluiion 
g2 und eine konjugierte Strah- 
leninvolution @^ gegeben ist. 



Änfgabe: Eine Kurve zu 
zeieknen, von der eine Tangente 
1, eine konjugierte Strafdeninvo- 
lution G^ und dne konjugierte 
PunkHnvobtUon g^ gegeben ist. 



Ist für die gesnchte Kurve G, (Fig. 139) der Pol des 
Trägers g und g die Polare des Mittelpunktes ® der ge- 
gebenen StrahleninYolution, so ist der Schnittpunkt U von 
g und g der Pol von G,®. Die Polare von U, also ® G^, 
mnfs aber durch den dem Punkte U in g'^ homologen Punkt 
G gehen, und weil der Pol von (S(f/) = Wj in der Polare 
von V liegt, so mnfs dem Strahle u^ der Strahl ®(G) = u 
in ®^ homolog sein. Daraas erglebt sieh, dars wir in ^ 
ein Paar homologe Punkte UG so zu bestimmen haben, 
dafs @ (U) und ®{G) gleich- 
zeitig ein Paar homologe 
Strahlen u w, von @^ bilden. 
Wir haben daher die Punkt- 
involution, welche die Strahlen- 
involution %^ in dem Träger g 
ausschneidet, mit der in g ge- 
gebenen konjugierten Pnnkt- 
involution g^ zu einer re- 
sultierenden zusammen- 
zusetzen; die Ordnungspunkte 
V und G dieser resultierenden 
' erfüllen die verlangte Be- 
'"'' '■"'■ diügnng'^^^''. Hat die re- 

sultierende keine Orduungspunkte, so hat die Aufgabe keine 
Lösung. 

Nehmen wir an, U und G seien zwei Punkte der ver- 
langten Art, so dafs gleichzeitig U und G zwei homologe 
Punkte von 3^ und ®[G]^r^u und %(U) = u^ zwei homo- 
loge Strahlen von %- sind; dann mufs für die verlangte 
Kurve u die Polare von U oder u, die Polare von G sein. 
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Wir verfolgen den ersten Fall. Für die Kurve, für welche 
®(G) = u (Fig. 139) die Polare von U ist, mnfs der von 
dem gegebenen Punkte X durch U und u harmonisch ge- 
trennte Punkt Xj ein zweiter Punkt sein. Unsere Kurve 
gehört daher dem Büschel an, welches bestimmt ist dnreh 
die Involution g^ und die dnrch die Orduungspnnkte X und 
X^ in X U=h bestimmte Involution h'^. 

Für sämtliche Polarfelder dieses Büschels liegen die 
Pole irgend eines Strahles e von ® in einer Polkurve e,^('sa)_ 
Schneidet diese den homologen Strahl e^ von ®^ in X nnd 
X|, so sind für die beiden Kurven des Büschels, für welche 
E oder E^ der Pol von e ist, die Bedingungen der Aufgabe 
erfüllt. 

Als Strahl e von ® wählen wir die Verbindungslinie 
® X, welche g 'm C schneiden möge. Ist dann Cj der dem 
Punkte C in p^ homologe Punkt, so liegen die Pole der 
Gerade e^CL in einer Polkurve, die bestimmt ist*"^^'> 
durch die drei Punkte C^L V und den Schnittpunkt ® der 
Tangenten in C^ und X. Sehneidet der dem Strahle e in 
©^ homologe Strahl e, die Träger g nnd A und die Polare 
Cj i,(S6z,) Yoji @ in i> A ^, so ist die durch die Polknrre 
ö,^ in e, bestimmte Involution ® Ä .D bS"*^'). In unserer Fignr 
hat die Involution die Ordnungspaukte Xund E^. Wir haben 
also noch die Kurve zn zeichnen, für welche E (oder X,) 
der Pol von e ist; für diese ist die Polare von C die Ver- 
bindungslinie C, E. Sehneidet diese die Gerade u in G^, 
so ist die dnrch die Zuweisung {G G^) bestimmte Kurve des 
Büschels (^ h) die verlangte. ~ Die Aufgabe hat entweder 
keine, zwei oder vier Lösungen. 

Anmerkung. Für den Fall, dafs g^ Ordnungsp unkte und a 
©^ Ordnnngsstrahlen hat, läfst sich die Aufgabe auch so 
fassen: 

1. Durch drei Punkte eine 1 1. Durch zwei Ponkte eine 
Kurve zu legen, die zwei ge- Kurve zn legen, die drei ge- 
gebene Geraden berührt. — j gebene Geraden berührt. — 

Für den besondern Fall, dafs die gegebene Strahlen- 
involution zirkulär*"^' ist, kann man die Aufgabe auch so 



2. Eine Kurve zu zeichnen, 1 2. Eine Kurve zu zeichnen, 
für die ein Punkt, eine | für die eine Tangente, eine 
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konjugierte Puoktinvolution 1 konjugierte Punktinvolotion 
und ein BrenQ])unkt gegeben und ein Brennpunkt gegeben 
ist. I ist. 

z Zusatz.* 

1. Aufgabe: Einen Krds zu zeichnen, von dem eine hon,' 
jugierte, Strahleninvolution ©^ ujid ein Punkt h gegeben ist. 
Bezeichnen wir wieder'^^*^' die zirkuläre Involution der 
uneigentlichen Gerade dnrch ^, so sind, wie wir bei der 
allgemeinen Lösung gesehen haben, znuächst die beiden 
homologen Strahlen von ®^ zu bestimmen, die die uneigent- 
liche Gerade in zwei homologen Punkten der zirkulären In- 
volution schneiden, mit andern Worten; Es sind die beiden 



u 






• 


Ybf^- 


\ \ 


(S 


A^ 


j e; ff 



homologen Strahlen von ®^ zu bestimmen, die aufeinander 
senkrecht stehen. Diese beiden Strahlen, die immer vor- 
handen sind*"", bezeichnen wir durch u und Uj (Fig. 140) 
und ihre uneigentlichen Punkte durch G und U. Da für 
den gesuchten Kreis u die Polare von U oder w^ die Polare 
Ton (r sein mufs, so haben wir für den ersten Fall den 
von i durch U und w harmonisch getrennten Punkt L^, 
für den zweiten den von L durch G und m^ harmonisch 
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getrennten Punkt L^ zu zeichnen, d. i., nach plaiiiraetrisehem 
Spraehgebraneli, die G-egenpunkte von i in Bezug auf u 
und Uj . Wir verfolgen zunächst den ersten Fall. Schneidet 
die Gerade ®L = e die uneigentliche Gerade in C, so geht 
das in X auf e errichtete Lot durch C, , und die der Gerade 
e zugeordnete Polkoire e,^ ist bestimmt durch die uneigent- 
lichen Punkte C, und U, den eigentlichen Pimkt L und den 
Schnittpunkt IS der Tangenten in L und C^. Schneidet nun 
der dem Strahle e in ©^ homologe Strahl e^ die Seiten des 
Knrvendreiecks L C.U m A D L, so ist ® j4 . /> A die von 
e^^ in e^ bestimmte konjugierte Involution. Es ergiebt sich 
für den zweiten Fall, wenn wir noch den Schnittpunkt von 
L Z.J und ej durch A' bezeichnen, dafs die Polkurve e/^ in 
ej die konjugierte Involution ®A.Da.' bestimmt. Da nun 
® j1 . Ä A' ein elliptischer Wnrf'"^'* und D der uneigentliehe 
Punkt ist, so ist einer von den beiden Würfen & A .Z> A 
und & A .D A' elliptisch, der andere hyperboliseh ; unsere 
Aufgabe hat also stets zwei Lösungen. Ist, wie in unserer 
Figur, @ -4 . i" Ä der hyperbolische Wurf, so lassen sich die 
Orduungsp unkte JS und E^ finden, indem wir die mittlere 
Proportionale zu Ä 4 und Ä ® zeichnen. Das von E (oder £j 
auf e gefällte Lot trifft dann, weil es die Polare des (un- 
eigentlichen) Punktes C ist, m in dem Mittelpunkte G^ 
(oder Cr/) des gesuchten Kreises. — 

2. Hat die Strahleninvolution W die Ordnungsstrahlen k 
und k^ (Fig. 140), so sind die homologen Strahlen it und «^, 
welche aufeinander senkrecht stehen, die Halbierungslinien 
der von k und /;, gebildeten Winkel*''* ^'\ Wählt man in 
diesem Falle znr Bestimmung des Punktes E nicht den Strahl 
© [L) = e und seinen homologen e^, sondern einen Ordnungs- 
strahl z. B. i, welcher L L^ und die uneigentUehe Gerade 
in B und B schneiden möge, so hat man von dem Punkte 
B,, der von B durch L und L^ harmonisch getrennt ist, 
auf k das Lot B, Ä' zu fällen, um die der Polknrve kou- 
jug^erte''^^' Hanptinvolution<''** ® ,4' . j5 B zu erhalten. Um 
die Ordnungspuukte dieser Involution zu finden, hat mau, 
weil B der Fluchtpunkt ist, die mittlere Proportionale von 
ß @ und B Ä zu zeichnen. Auf dieselbe Weise vrie in 
Nr. 222 Zj läfst sich zeigen, dafs diese identisch ist mit 
der mittleren Proportionale von B L und B L^, so dafs wir 
auch hier zu der aus der Planimetrie bekannten Lösung der 
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Aufgabe gelangen: Einen Kreis zu zeichnen, der zwei 
gegebene Geraden berührt und durch einen gegebene» 
Punkt geht, 

a 224. Die zwei Polarfeldepn gemeinsam adjungierten 

Involutionen. Sind uns zwei Polarfelder A,^ und k^^ ge- 
geben, so kDnnen wir zu jedem Punkte A die Polare a^ 
für k^ und die Polare a^ für k^^ zeichnen. Der Schnittpunkt 
A^ von a^ nnd a^ ist dem Punkte -4 für beide Polarfelder 
konjugiert *"*!>. Bewegt sieh der Pankt A in einer Gerade 
e, 80 beschreibt a^ einen geraden Strahlenbliachel, dessen 
Mittelpunkt E^ der Pol von e für k^- ist, und a^ einen 
Strahlenblisohel, dessen Mittelpunkt ß.-^ der Pol von e für 
tj' ist. Da diese beiden Strahlenbäschel projektiv auf A''*^»' 
und daher auch projektiv aufeinander bezogen sind, so liegen 
die Schnittpunkte Ä^ der homologen Strahlen <\ und a^ in 
einer der Gerade e zugeordneten Kurve e, '. Schneiden die 
Polaren a^ und a^ (Fig. 141) die Gerade e in S und 6', so 
dafs A und B zwei für k^^ konjugierte Punkte von e sind, 
so geht die Polare Cj von C für k^-, weil C der Schnitt- 
punkt von e und a^ ist, durch E^ und A. Die Polare c, 
von C geht durch E^ und schneidet e^ 
in dem dem Punkte C für beide Kurven 
konjugierten Funkte C, und die Gerade 
e in dem dem Punkte C für k^"^ kon- 
jugierten Punkte D. Die dem Polar- 
felde k.- konjugierte Involution von e 
^ " Fig^*l ^ ist daher AB. CT)-, da ^jS und CD 
die Pnnktpaare sind, in denen zwei 
Paar Gegenseiten des Vierecks E^E^A^C^ der Kurve e,^ 
die Gerade e schneiden, so ist die Involution -4 .0 . C ./> der 
Kurve t^ adjnngiert-'^*''. In derselben Weise läfst sich 
zeigen, dafs die Involution von e, welche dem Polarfelde k^ 
konjugiert ist, der Kurve e^ adjungiert ist. Die der Kurve 
e,^ konjugierte Involution von t ist daher die resultierende '^"'i 
aus den beiden in e liegenden Involutionen, welche den 
Polarfeldern h^ und k^ konjugiert sind. Wir fassen das 
Vorstehende zusammen in dem 

Lehrsats;: Zvsd PolarfekUr 1 Lehrsatz: Zwei Polarfehier 
k.,^ und k^^ bestimmen in jeder k^^ utid kj* bestimmen in 
Gerade e eine geraeinsam ad- \ jedem Punkte K eine gemeinsam 
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fungierte Involution. Diese ist 
konjugiert der der Gerade e 
zugeordneten Kurve e^^, welcJie 
die den Punkten A von e für 
beide Polar fehler gemeinsam 
konjugierten Punkte A, ent/uUt. 



adjungierte Involution. IXese 
ist köt^giert dem dem Punkte 
E zugeordneten krummen 
Strahlenbüschel E,^ welcher 
die den Strahlen a von E ßlr 
beide Polarfelder gemeinsam 
konjugierten Geraden a^ enlJtäit, 
225. Hauptpunkte. Ist / eine zweite beliebige Gerade aa 
und /,* die ihr zugeordnete Karve, welche die deu Pimkteü 
von / für beide Polarfelder gleichzeitig konjugierten Punkte 
enthält, so müssen die beiden Kurven e^ ^ und /^ ^ durch deu 
Punkt Jy, gehen, der dem Schnittpunkte M von e und / 
für beide Polarfelder konjugiert ist. Daher sehneiden sich 
öj- und /j- noch in einem zweiten Punkte C*"". Da ü 
sowohl in e^^ als in /^^ liegt, so mufs es sowohl in e als 
in / einen von M verschiedenen Punkt geben, der dem 
Punkte ü für beide Polarfelder konjugiert ist. Die Ver- 
bindungslinie 1* dieser beiden Punkte S «nd S^ ist daher 
die Polare des Punktes ü sowohl für k^^ wie für feg^C**»'; 
mit andern Worten: die Polaren des Punktes U für A^^ und 
tj^ fallen in u zusammen. Einen solchen Punkt U, dessen 
Polaren für beide Polarfelder zusammenfallen, nennen wir 
einen Hauptpunkt der beiden Felder. — Weil die durch die 
Ordnongspunkte M^ und U in der Verbindungslinie M^ Ü 
bestimmte Involution beiden Kurven e^- und/j- konjugiert 
ist, 80 haben diese noch eine konjugierte Involution gemein- 
sam*'"''. Hat diese die Ordnungspunkte V und W, so gilt 
für sie, da sie ebenfalls Schnittpunkte von e^ ^ und /j ^ sind, 
dasselbe wie für V. 



Lehrsatz: Zwei Polarfelder 
Aj- und ig- bestimmen min- 
destens einen und höchstens 
drei (Haupt- jPunktf, deren 
Polaren zusammenfallen 



Lehrsatz: Zwei Polarfelder 
ij- und k^^ bestimmen min- 
destens einen und höchstens 
drei (Haupt-) Strahlen, deren 
Pole zusammenfallen. 



226. Hauptg^raden. Die den Geraden e und / zu- ai 
geordneten Kurven e^^ und /^^ haben, wie wir eben schon 
sahen, aufser den Schnittpunkten M^ und U noch eine ge- 
meinsam konjugierte Punktinvolution. Es läfst sieh zeigen, 
dafs der Träger dieser gemeinsam konjugierten Involution 
die Gerade u ist, in welcher die Polaren des Punktes U zu- 
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sammenfallen. — Die Polaren des Panktea S (Fig. 142), in 
dem e von u geschnitten wird, gehen beide durch Ü; S ist 
daher dem Punkte ü für k^'' ond k^- konjugiert; ebenso 
ist dem Schnittpunkte M von e und / für beide Felder der 
Punkt M^ konjugiert; wir können daherf^"' noch zwei Punkte 
finden, die einander für beide Felder 
konjugiert sind: Der Schnittpunkt X 
von e=^M S und M^ V ist dem 
Sehnittpankte X^ von MV \mA.M^S 
konjugiert Die Polare des Punktes 
X für Äj^ ist daher die Gerade, 
welche den Pol E^ von e für h^ ^ mit 
X^ verbindet. Sehneidet diese Polare 
die Gerade u in Y, so ist die Polare 
von Y die Verbindungslinie X f, 
welche m in dem dem Punkte Y für 
h^^ konjugierten Punkte Z sehneidet. Ferner ist für k^" die 
Polare des Punktes S, des Schnittpunktes von e und u, die 
Verbindungslinie E^ U, die u in dem dem Punkte S fiir k^^ 
konjugierten Punkte 7' schneidet. Die durch k^^ ia u in- 
duzierte konjugierte Involution ist also S T . YZ. Dies sind 
aber die Punkte, in denen zwei Paar Gegenseiten des Vier- 
ecks f JI/, X, £", der Kurve e^^ die Gerade u schneiden. 
Die dem Polarfelde i^^ in u konjugierte Involution ist 
alsol'ßs,) der Kurve ^^^ adjungiert. In derselben Weise läfst 
sieh zeigeo, dafs auch die dem Poiarfelde k^^ in der Haupt- 
gerade 11 konjugierte Involution der Kurve e^^ adjungiert 
ist. Die der Kurve c,^ in w konjugierte Involution ist da- 
hert^'^i die resultierende aus den beiden Involutionen, welche 
den Polarfeldern k^ ^ und k^^ in m konjugiert sind. Da diese 
resultierende Involution von der Wahl der Gerade e un- 
abhängig ist, so ist sie dieselbe für alle Kurven e,^: 



Die gemeinsam adjun- 
gierte Punktinvolution, welche 
die beiden PoJarfelder k^ 
und 4j* in der Hauptgerade 
M bestimmen'^^^', ist jeder 
Kurve e^^ konjugiert, welche 
die den Punkten A einer 
beliebigen Gerade e für beide 
Polai-felder gemeinsam kon- 



1. Die gemeinsam adjun- 
gierte Strahleninvolution, 
welche die beiden Polatfelder 
Aj^ und k^^ in dem Haupt- 
punkte U bestimmen, ist 
jedem krummen Strahlen- 
blisehel .E^^ konjugiert, wel- 
cher die den Strahlen « eines 
beliebigen Punktes E für 
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jodierten Punkte ^1, ont- 1 beide Polarfelder gemeinsam 
hält. — konjugierten Strahlen a^ ent- 

I hiiSt. — 
Da jede Gerade e die Hauptgerade u schneidet und die 
Polaren dieses Schnittpunktes für k^^ und k^"^ beide dnrcli 
den Pol U von u gehen, so schneiden sieh sämtliche Kurven 
e,' in U. Hierana ergiebt sich in Verbindung mit Nr. 224: 



2. Die Punkte A, 
den Punkten A einer beliebigen 
Gerade e für ncei Folarfelder 
kj \ind k," qemeiniam kon 
juqiert sind hegen m einer 
Kurte Cj" die bestimmt tst 
iuroh den Haupt'punlt U vnd 
(hejentgen Imolvtwnen der Ge 
rade e und dei Hu ] tjcrade 
n uelche den betde Polar 
feldem k^" und k^" gemeinsam 
a Ijunqiert sind 

Zubüt Hat die den beiden Polarfeldem A, 
gemeinsam idiuni^erte Inyolutiun der Hauptger; 
Oidnnngipnnkte V und \\ 3( gehen nach dem eben be- 
wiesenen Satze stmtliche Kur\en e^ durch V und W; 
gleichzeitig sind f nnd Tt eimnder Bowohl für k^ ^ wie 
tttr L^ kon]ugert Die Polaren \on 7 nnd W flii' 

beide Polarfelder fallen daher ebenfalls zusammen und zwar 
in v^üW und ro = ÜV. 



2. Die Geraden a^, welche 
den. Strahlen a eines beliebigen 
Punktes E fitr swei Polarfelder 
k^* und kg* gemeinsam konju- 
giert simi bilden einen krummen 
Strahknbuschel E^^, der be- 
st rmnt ist dure/i die Gerade 
n und diejenigen Involudonen 
des Punktes E und des Haupt- 
punktes ü, welche den beiden 
Polarjeldern k,* und k^^ ge- 
tin lim aljungiert sind. 

nnd k^ ° 7, 
i V die 



Bestimmen zwei Polarfelder 
kj ^ nnd ij * drei Hauptpunkte, 
so sind diese die Ecken eines 
beiden Polatfeidem gemein- 
samen Poldreieeksi'^^s), 



Bestimmen zwei Polarfelder 
^ ^ und kj - drei Hauptgeraden, 
so sind diese die Seiten eines 
beiden Polarfeldem gemein- 
samen Poldreiecks, 



227. Die komponierenden Stralileninvolationen der 2^7 

Hauptpunkte. Projiziert man aus dem Hauptpunkte U die 
den beiden Polarfeldern ^,* nnd A^* gemeinsam adjungierten 
Involutionen von e und u, so erhält man In U zwei Strahlen- 
involntioneii, die sieh zu einer resultierenden zusammensetzen. 
Diese resnltierende Strahleninvolution von U sehneidet, weü 
die adjungierten Involutionen von e und u der Kurve e^- 
konJQgiert sind*'^^^'*, die Kurve e^ ^ in Punktpaaren einer 
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krummeü Involution, deren Zentrnm der Schnittpunkt S 
{Fig. 142) von e und i* iatC'*', Von dieser Itmmmen In- 
volution haben wir in Nr. 226 das Punktpaar Ü, X^ ge- 
zeichnet; die resultierende Involution von U kann also als 
bestimmt^'^^'> angesehen werden darch die homologen Strahlen 
U{Xj)M und f iMj und doreh die Bedingung, dafs sie 
eine komponierende ist der Involution, durch welche die 
adjungierte Involution der Haaptgerade m aus Ü projiziert 
wird. Ist nun / eine zweite Gerade, die ö in ^ schneidet, 
80 ergiebt sich durch eine Wiederholung der eben angestellten 
Beti'achtungen, dafs die Strahleninvolutionen, durch welche 
die adjungierten Involutionen von u und / ans U projiziert 
werden, sich zw einer resultierenden zusammensetzen, von 
der UM und rjf, ebenfalls zwei homologe Strahlen sind 
nnd die die Haupfgerade u in einer komponierenden der 
in ihr liegenden adjungierten Involution schneidet. 

Die adjungierten Involutionen von / und u erzeugen 
also in U dieselbe''^^^' resultierende Involution wie die 
adjungierten Involutionen von e und u; mit andern Worten: 
Die drei adjungierten Involutionen von uef werden 
ans dem Hauptpunkte U durch komponierende Strahlen- 
involntionen projiziert. Da / als beliebige Gerade eingeführt 
wurde'^^"', so ist damit bewiesen, dafs die den Polarfeldem 
kj^- und k^^ gemeinsam adjungierten Involutionen sämtlicher 
Geraden aus dem Hauptpunkte U durch komponierende 
Strahleninvolutionen projiziert werden, FUr den Fall, dafe 
die adjungierte Involution der Hauptgerade m die Ordnungs- 
punkte V und W hat, lafst sich an die Stelle von U jeder 
der Hauptpunkte V und W setzen. Wir haben daher den 



Lehrsatz: Die sämtlichen 
Punktinvolutionen , welche 
zwei Polarfeldem ä, ^ und 
fcj * gemeinsam adjungiert sind, 
werden aus jedem Haupt- 
punkte durch komponierende 
Strahleninvolutionen proji- 
ziert. I 

!s 228. Die Ordnui^sstrahlen eines Hauptpunktes. 
Die komponierenden Strahlcninvolutionen, durch welche die 
beiden Feldern gemeinsam adjungierten Involutionen aus 



Lehrsatz: Die sämtlichen 
Strahleninvolutionen, welche 
zwei Polarfeldern A, '^ und 
fcj ^ gemeinsam adj ungiert sind, 
werden durch jede Haupt- 
gerade in komponierenden 
Punktinvolutionen geschnitten. 
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dem Hauptpunkte U projiziert werden*^^'", setzen sich zu 
einer reaiiltierenden zusammen, die wir die Hauptinvolution 
von U nennen wollen. Nun sind die Ordnungspimkte der 
adjungierten Involutionen einander für k^~ sowohl wie für 
k^- konjugiertt-' *'', und da sie aus U durch zwei homologe 
Strahlen der Hauptinvolntion projiziert werden, so liegen 
die Punkte Ä^, die den Punkten A eines Strahles o von 
ü gleichzeitig für i," und k^^ konjugiert sind, in einem 
homologen Strahle a, der Hauptinvolution von U. Hat also 
die Hauptinvolution von U zwei Ordnungsstrahlen g und h, 
so sind den Punkten A xim g (oder h) die Punkte Ay von 
g (oder h) für beide Felder konjugiert, d. h, jede der Ge- 
raden g und h ist Trä^r einer den beiden Feldern gemein- 
sam konjugierten Involution, Die resultierende Haupt- 
involution liefs sich*^"! als bestimmt ansehen durch das 
Strahlenpaar Ü{MM^) imd durch die Bedingung, dafs die 
durch die adjungierte Involution von u in U induzierte 
Strahleninvolution eine komponierende von ihr war. Ist 
nun diese komponierende elliptisch, so hat die Hanptiuvolu- 
tion von U zwei Ordnungsstrahlen g und A('^''l, Hat aber 
die komponierende Involution Ordnungsstrahlen, die adjun- 
gierte Involution von u also die Ordnungspunkte V und W, 
so hat die Hauptinvolution von V nicht immer Ordnongs- 
strahlen. In diesem Falle sind U{V) und U{W) zwei 
homologe Strahlen der Haupfinvolution von [/'"^iil, so dafs 
sie bestimmt ist durch Ü{V W . M M^), Da von den Punkten 
V und W dasselbe gilt wie von f/'^ä^ '^\ so ist die Haupt- 
involution von F bestimmt durch V{WÜ.MM^, die von 
W durch W[UV.MM^). Von den drei Involutionen 
UiVW.MM;), V{WÜ.MM^), W{UV.MM^), welche 
die Punkte M und M^ in den Ecken des Dreiseita uvw 
bestimmen, hat aber mindestens eine Ordnungsstrahlen"'"'', 



Lehrsatz: Zwei Fdar- 
fdder haben stets zwei hmju- 
gierte Stmhleninvolutiomn ge- 



Lehrsatz: Zwei Polar- 
feMer haben stets zioei kojyu- 
gierte PunkÜnvolutionen gemetn- 
eatn. 

Sehen vrir die beiden konjugierten Punktinvolutionen, 
die die Poiarfelder k^- und A^* gemeinsam haben, als Gegen- 
seiten an, so können wir, weil zwei Gegenseiten einen 
Polarfelderu hestimmen"*^^', unsem Satz auch 
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2. Durch zwii Poiarfelder 1 2. Durch zwei Polarfelder 
ist ein Büschel von Polar- ist eine Schar von Polar- 
feldem bestimmt. | feldern bestimmt. 

K Zumtz. Sind drei Haaptpunkte WW vorhanden und 

hat jede Hanptinvolution dieser drei Pimkte Ordnungestrahlen, 
so bilden diese sechs Ordnnngsatrahlen die Gegenseiten 
eines Vierecks"^'«'. Da, wie wir eben sahen, jeder 
Ordnungsstrahl eines Haaptpiinktes der Träger einer beiden 
Feldern gememsam konjugierten Involution ist, so mufs der 
Schnittpunkt z. B. eines Ordnungsstrahles von ü und eines 
Ordntingsstrahles von V ein sich selbst konjugierter Punkt 
sein; die Ecken des Vierecks sind also Ordnungspunkte der 
in den Seiten liegenden Involutionen. Die Ordnungskurven 
der Polarfelder k^^ und K" haben daher in diesem Falle 
vier Punkte gemeinsam. 

!9 229. Die zwei Polarfeldern gemeinsamen Stpahlen- 

involutlonen. Dafs zwei Polarfetder stets zwei konjugierte 
Strahieninvolutionen gemeinsam haben, soll, obgleich esl^^^J 
bereits ausgesprochen ist, noch einmal durch eine Fortsetzung 
der bisherigen Betrachtungen gezeigt werden, damit der Zu- 
sammenhang zwischen den konjugierten Punkt- und Strahien- 
involutionen hervortritt. — Die Polare eines beliebigen 
Punktes P für i/- sei f^, für k^^ p^, der Schnittpunkt von 
p^ und p^ sei l'j. Zu jedem Strahle a von P gehört ein 
Punkt A^ von /', als Pol für k^" und ein Punkt J^ von 
Pa als Pol für /j-. Dreht sich a um P, so besehreiben Aj^ 
und A^ zwei ku a und daher zu einander projektive Punkt- 
reihen; die Verbindungslinie -(ij.ij = «1, die dem Straiiie « 
für beide Polarfelder konjugierte Gerade, beschreibt daher 
einen Strahlenbüsehel zweiter Ordnung f ^. Zu diesem 
Strahlenbüschel gehiirt auch die Hauptgerade »; denn wenn 
a durch U geht, so fällt a, in it. Die Geraden a und a^ 
erzeugen daher in u zwei projektive Punktreihen'"***, 

Die beiden Polarfelder k^^ und i^^, welohe*^^^»' einen 
Büschel (g h) bestimmen, seien in diesem Büschel durch die 
Zuweisungen (fr G^) und {G G^) bestimmt "^■^=*. Geht dann 
a durch G^ und schneidet g und h in C und r, so ist der 
dem Punkte C in g^ homologe Punkt C^ der Pol von 
a = P G, für i^^. Der Pol für k^^ ist, wenn wir den dem 
Punkte r in /r iiORiologen Punkt durch r^ und den dem 
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Punkte (?2 in der diagonalen Involution homologen Pimkt 
dnrch H^ bezeichnen, der Schnittpunkt von C, G^ nnd 
r, Hj 1-1^3,), Der dem Strahle a^PG^ für beide Polarfelder 
gemeinsam konjugierte Strahl a^ ist daher C, G^. In der- 
selben Weise crgiebt sich, dafa der dem Strahle P G^ für 
beide Polarfelder gemeinsam konjugierte Strahl durch G^ 
geht. Die von den Strahlen « nnd a^ in u beschriebenen 
Punktreihen haben daher involatorische Lage'"^i'. Da von 
dieser in m erzeugten Involution auch die Punkte H^ und H^, 
die Pole von /; ftlr i,^ und k^^, zwei angeordnete Punkte 
sind, wie sieh in derselben Werne ergeben würde, so ist die In- 
volution bestimmt durch G^ G^ . H^ H^. Diese ist eine kom- 
ponierende der diagonalen Involution u^ = G^H^^. G^ Sj''^^''. 
Liegt der Punkt P in der Hauptgerade m, so schneiden 
sich seine Polaren ;>, und p^ in dem Hauptpunkte Ü nnd 
die beiden von Ä^^ und A^ beschriebenen Punktreihen sind 
in perspektiver Lage, weil Ä^ und Ä^ gleichzeitig in ü 
fallen, nämlich dann, wenn a in « fällt. Die konjugierte 
Gerade a^ beschreibt daher einen Strahlenbüschel erster 
Ordnung, dessen Mittelpunkt der dem Punkte P in der 
eben konstruierten Involution G^ G„. 7?, H^ homologe sein 
nmfs. Hat daher die Involution G, G„ . H^ li^ Ordnungs- 
pnnkte, so ist jeder deßelben Mittelpui^t einer den beiden 
Fiilarfeldern gemeinsam konjugierten Strahleninvolution. 
Weil die Involution ö, G^ . H^ H^ aber, wie wir eben sahen, 
eine komponierende der diagonalen Involution w^ ist, so hat 
sie zwei Ordnungspunkte ® und §''"'*, wenn u^ keine hat. 
— Hat u^ dagegen die Ordnungspunkte V und W, so braucht 
die Involution G, G^ . B H^ keine zu haben""*'. Dann aber 
sind auch v^W U und w^^UV ebenso wie w Strahlen 
jedes krummen Büschels P^. Auf ihnen schneiden daüier 
auch die konjugierten Geraden « und a, projektive Punkt- 
reihen aus, die in involutoriseher Lage sind, weil die Punkte 
W und ü, U und V einander zweifach entsprechen. Die 
Geraden a und «j bestimmen daher in den Seiten des Drei- 
ecks UV W Involutionen, deren Ordnungspunkte ® und § 
die Mittelpunkte der gesuchten gemeinsam konjugierten 
Strahleninvolutionen sind. Von diesen drei in den Seiten 
liegenden Involutionen hat aber immer mindestens eine 
Ordnnngapunkte"^'3'. Da die Ordnungspnnkte der Involution 
Gj Gj . H^ H^ einander homolog sindi'^'»' in der den beiden 
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286 II- Uas Polarfeld. 

Potarfeldem g^ememsam adjim^erten Involution der Haupt- 
gerade w, 80 haben wir den 



Lehrsatz: Zwei beliebige 
Polarfelder fc^^ und k^^ haben 
stets zwei konjugierte Strah- 
leninvolntionen G^ und fl^ 
und zwei konjugierte Punkt- 
involutionen (f und 'if gemein- 
sam. Die Mittelpunkte G und 
-ff der Strahleninvolutionen 
sind die Ordnnngspunkte der 
resultierenden Involution einer 
Hauptgerade; die Träger g 
und i) der Punktinvolntionen 
sind zwei homologe Strahlen 
der den beiden Polarfeldern 
gemeinsam adjungierten In- 
volution eines Hauptpnnktes, 



Lehrsatz: Zwei beliebige 
Polarfelder S,^ und k^^ haben 
stets zwei konjugierte Punkt- 
involntionen g^ nnd h^ und 
zwei konjugierte Strahlenin- 
volntionen W und §^ gemein- 
Bam. Die Träger g und h der 
Punktinvolntionen sind die 
Ordnongsstrahlen der resul- 
tierenden Involution eines 
Hauptpunktes ; die Mittel- 
punkte ® und § der Strahlen- 
involntionen sind zwei homo- 
loge Punkte der den beiden 
Polarfeldem gemeinsam ad- 
jungierten Involution einer 
Hauptgerade. 

z Zusatz. Hat jede der drei in den Seiten liegenden In- 

volutionen Ordnungspunkte, so bilden diese die Gegenecken 
eines Vierseitst'^"''. Da jeder Ordnnngspimkt der Mittelpunkt 
einer beiden Feldern gemeinsam konjugierten Strahleninvo- 
lution ist, so mufs die Verbindungslinie zweier Ordnungs- 
punkte eine sich selbst konjugierte Gerade sein. Die Ord- 
nnngskurven der Polarfelder k^^ und k^^ haben daher in 
diesem Falle vier gemeinsame Tangenten. 

10 230. Vier adjungierte Involutionen. Die Polarfelder, 
welchen vier gegebene Involutionen a^ P v^ d^ adjungiert 
sind, gehören, wie wir beweisen wollen, einem Büschel von 
Polarfeldern an. — Wählen wir in dem Träger a irgend 
eine komponierende der gegebenen Involution a^, so be- 
stimmt diese als koiyngierte Involution zusammen mit den 
adjungierten Involutionen b^ c^ d^ ein Polarfeld i^3|22o,)^ ^^^ 
die Involutionen a^ Ifi c^ cP adjungiert sind. Wählen wir eine 
komponierende der Involution b^, so bestimmt diese als 
konjugierte Involution zusammen mit den adjungierten In- 
volutionen a^c^d^ ein Polarfeld k^^, dem ebenfalls die vier 
Involutionen a^ h^ c- 1/^ adjungiert sind. Diese beiden Polar- 
felder k^^ und kj'' bestimmen einen Büschel <^ä8t) dessen 
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snmüiehen Polarfelderti die Involotionen a- ö^c^rf^ adjmigiert 
sind, weil sie zwei Polarfeldern (^, * and i^^) des Bttachels 
adjungiert sind. 



, Durch vier adjuugierte 
PunktiiiTülutionen ist ein 
BUBcbel von Polarfeldem be- 
stimmt. 

2. Durch fünf adjungierte 
Punktim^oliUi&nen tat ein Po- 
larfeld bestimm^"^K 



1, Durch vier adjungierte 
Strahleninvoiutionen ist eine 
Schar von Polarfeldem be- 
stimmt. 

2. Durch fünf adjungierte 
StrahUninrolutionen ist dn Po- 
larfeld heshn 



Amnerkung. Haben alle Involutionen Urdmingspunkti:-, a 
ao heifst z. B. der letzte Satz: 

Durch fünf Paar konju- 1 Durch fünf Paar konju- 
gierte Punkte ist ein Polar- gierte Strahlen ist ein Polar- 
feld bestimmt. | feld bestimmt. 

231. Inhalt des Buches. Die Bestimmung eines Polar- 23 
feides durch fünf adjnngierte Involutionen, die wir in der 
vorigen Nummer kennen lernten, ist die allgemeinste und 
bildet den Sehlufa unserer Betraehtongen. Es bleibt nur 
noch itbrig, die in diesem Buche gegebene Darstellung kurz 
zu kennzeichnen und ihre Abweichung von der üblichen zu 
begründen. 

Wir begannen damit, vermittelst zweier Punkte P und 
Q die Punkte ihrer Verbindungslinie P Q einander zuzu- 
ordnen, indem wir zu jedem Punkte Ä den von ihm durch 
P und Q harmonisch getrennten Punkt A^ konstruierten. 
Den Inbegriff der anf solche Weise erhaltenen Pnnktpaare 
AAj nannten wir eine Involution und die beiden Punkte P 
und Q, vermittetet deren wii- die Punkte der Gerade PQ 
einander zugeordnet hatten, die Ordnungspnnkte. Wir stellten 
uns dann die umgekehrte Aufgabe: Aus den Punkfpaaren AA^ 
die Ordnungspunkte P und Q zu finden. Wir sahen zu- 
nächst, dafs die Gesamtheit der Punktpaare A A^ durch 
zwei unter ihneji, die wir durch B B^ und CC^ bezeichnen 
wollen, bestimmt ist, und fem er, dafs nicht immer zwei 
Punkte P und Q existieren, dafs ihre Existenz vielmehr an 
die Bedingung geknüpft ist, dafs der Wurf BB^.CC^ ein 
hyperbolischer ist"^'"'. Eine solche Bedingung nun ist für 
den Fortgang der Untersuchungen äufaerst lästig. Ein Bei- 
spiel aus der Arithmetik wird dies deutlicher machen. 
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